PUBLICATIONS MATHEMATIQUES DE L'l.H.E.S.

ALEXANDER GROTHENDIECK

Eléments de géométrie algebrique (rédiges avec la collaboration
de Jean Dieudonné) : IV. Etude locale des schémas et des
morphismes de schémas, Quatrieme partie

Publications mathématiques de I'l.H.E.&me 32 (1967), p. 5-361.
<http://www.numdam.org/item?id=PMIHES_1967__32__ 5 0>

© Publications mathématiques de I'l.H.E.S., 1967, tous droits réservés.

L'accés aux archives de la revue « Publications mathématiques de I'l.H.E 1Stp#vww.
ihes.fr/IHES/Publications/Publications.html), implique I'accord avec les conditions générales
d'utilisation (http://www.numdam.org/legal.php). Toute utilisation commerciale ou impression
systématique est constitutive d’'une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fi-
chier doit contenir la présente mention de copyright.

NuMDAM
Article numérisé dans le cadre du programme
Numeérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=PMIHES_1967__32__5_0
http://www.ihes.fr/IHES/Publications/Publications.html
http://www.ihes.fr/IHES/Publications/Publications.html
http://www.numdam.org/legal.php
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

INSTITUT
DES HAUTES ETUDES
SCIENTIFIQUES

ELEMENTS DE GEOMETRIE ALGEBRIQUE

par A. GROTHENDIECK
Rédigés avec la collaboration de J. DIEUDONNE

IV

ETUDE LOCALE DES SCHEMAS
ET DES MORPHISMES DE SCHEMAS

(Quatriéme Partie)

1967
PUBLICATIONS MATHEMATIQUES, N° 32

LE BOIS-MARIE — BURES-SUR-YVETTE (S..et-O.)



DEPOT LEGAL
1re édition .. .. .. 3¢ trimestre 1967

TOUS DROITS
réservés pour tous pays

© 1967, Institut des Ha tes Etudes Scientifiques




CHAPITRE IV (fin)

ETUDE LOCALE DES SCHEMAS
ET DES MORPHISMES DE SCHEMAS

§ 16. INVARIANTS DIFFERENTIELS
MORPHISMES DIFFERENTIELLEMENT LISSES

Dans ce paragraphe, nous présentons, sous forme globale, quelques notions de
calcul différentiel particuliérement utiles en Géométrie algébrique. Nous passons sous
silence de nombreux développements, classiques en Géométrie différentielle (connexions,
transformations infinitésimales associées & un champ de vecteurs, jets, etc.), bien que ces
notions s’écrivent de fagon particuli¢rement naturelle dans le cadre des schémas. Nous
passons également sous silence ici les phénomeénes spéciaux a la caractéristique p>o
(dont certains sont étudiés, dans le cadre affine, dans (0, 21)). Pour certains compléments
sur le formalisme différentiel dans les préschémas, le lecteur pourra consulter les
exposés II et VII de [42], ainsi que les chapitres ultérieurs de ce Traité.

16.1. Invariants normaux d’une immersion.

(x6.1.1) Soient (X, ), (Y, Oy) deux espaces annelés, f=(§,0) :Y—>X un
morphisme d’espaces annelés (0, 4.1.1) tel que ’homomorphisme

0% : ¢ (Ox) — Oy

soit surjectif, de sorte que Oy s’identifie & un faisceau d’anneaux quotient ¢*(Cx)/#;.
On peut alors munir ¢"(0y) de la filtration #;-préadique.

Définition (16.1.2). — Le faisceau d’anneaux Oy-augmenté {*(Cy)| FrH est appelé
le n-éme invariant normal de f; Pespace annelé (Y, §"(Ox) | £777) est appelé le n-éme voisinage
infinitésimal de Y pour le morphisme f, et noté Y{™ ou simplement Y™, Le faisceau d’anneaux
gradués associé au faisceau d’anneaux filtrés " (Oy)

(16.1.2.1) ‘ Gr.(f)=Q,(F1171"")

est appelé le faisceau d’anneaux gradués associé a f. Le faisceau Gry(f) =7, F; est appelé
le faisceau conormal de f (que I'on note aussi A'yy §’il n’en résulte pas de confusion).
Il est clair que les Oym={'(0y)/ f7"" (qu'on note aussi 0y}n)) forment un
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6 A. GROTHENDIECK Chap. IV

systtme projectif de faisceaux d’anneaux sur Y, P’homomorphisme de transition
Oum © Oymy—>0Oymy pour n<m identifiant Oy au quotient de Oy par la puissance
(Fi F2tY™ de VIdéal daugmentation de Oym, moyau de g, : Oym—>0Oy. Les Y™
forment par suite un systéme inductif d’espaces annelés, ayant tous pour espace sous-
jacent Pespace Y, et on a des morphismes canoniques d’espaces annelés £, : Y™ —>X
égaux a ({, 0,), ot 6f est le morphisme canonique ¢"(€) — ¢*(0x)/ FiTL I est clair
que le faisceau r (f) est un faisceau d’algébres graduées sur le faisceau d’anneaux
Oy=9ry(f), etles 9r(f) des Oy-Modules.

Comme pour tout faisceau d’anneaux filtré, on a un homomorphisme canonique
surjectif de Oy-Algebres graduées

(16.1.2.2) Soy (97:(f)) = 9r.(f)

coincidant en degrés o et 1 avec les homomorphismes identiques.

Exemples (16.1.3).
locaux, que Y soit réduit a un seul point y (muni d’un anneau 0,) et que, si x={¢(),
6% : 0,~0, soit un homomorphisme surjectif d’anneaux ayant pour noyau lidéal

(1) Supposons que X soit un espace annelé en anneaux

maximal m, de @,. Alors les Oy(» s’identifient aux anneaux 0,/m?*", et ¥r (f) a Panneau
gradué associé a I’anneau local @, muni de sa filtration m,-préadique.

(ii) Supposons que Y soit une partie fermée d’un sous-espace ouvert U de X et
que Oy soit induit sur Y par un faisceau quotient Oy/ ¢, ott £ est un Idéal de Oy tel
que #Z,=0, pour tout x¢Y; si X est un espace annelé en anneaux locaux, nous
supposerons de plus que Z,+0, pour x€Y, de sorte que (Y, @) est encore un espace
annelé en anneaux locaux.

Soit ¢, : Y—U Plinjection canonique, et notons 6, : Oy — (), (0y) I’homomor-
phisme tel que 6} soit I’homomorphisme canonique ¢y(0y)=0y|Y — (Gy/ #)|Y, de
sorte que Jo=({q, 0y) : Y—>U est un morphisme d’espaces annelés (et d’espaces annelés
en anneaux locaux si X est un espace annelé en anneaux locaux); si :: U—X est
Pinjection canonique (morphisme d’espaces annelés), j=ioj, est le morphisme (¢, 6)
de Y dans X, oit ¢ : Y—>X est l'injection canonique, et 6 : Ox—¢ (Oy) est 'homo-
morphisme tel que 6% =0f. Comme 6% est surjectif, on peut appliquer les définitions
précédentes ; Oy est égal a o(Oy/ F"HY), et Pon a () (Oym)=0yf F "+, et
G1()=In(Jo) = Vo (I I ) =0 (I I"HY).

(16.1.4) L’exemple (16.1.g, (ii)) montre qu’en général les Oyt ne sont pas
munis canoniquement d’une structure de Oy-Module, ni a fortiori d’une structure de Oy-Algebre.
La donnée d’une telle structure équivaut a celle d’'un homomorphisme de faisceaux
d’anneaux 2, : Oy — Oy, inverse a droite de I’homomorphisme d’augmentation ¢, ;
cela revient aussi & la donnée d’un morphisme d’espaces annelés (1y,A,): YWY,
inverse & gauche du morphisme canonique (1y, @p,) : Y — Y™,

Proposition (16.1.5). — Soit f=(§,0) : Y>X une immersion de préschémas. Alors :

(i) “r(f) est une Oy-Algébre graduée quasi-cohérente.
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(i) Les Y™ sont des préschémas, canoniquement isomorphes & des sous-préschémas
de X.

(1i1) Tout homomorphisme de faisceaux d’anmeaux M\, : Oy — Oy, inverse & droite de
P homomorphisme d’augmentation o, fait de Oyt et des Oy pour k<n, des Oy-Algébres
quasi-cohérentes ; les structures de Oy-Module déduites des siructures précédentes sur les Gr,(f)
pour k<n coincident avec celles définies dans (16.1.2).

(i) La question étant locale sur X et sur Y, on peut se borner au cas ou
Y est un sous-préschéma fermé de X défini par un Idéal quasi-cohérent £ de Oy;
comme Oy est la restriction a Y de 0x/_¢, Passertion (i) est évidente, et Y™ est le sous-
préschéma fermé de X défini par 1'Idéal quasi-cohérent #"*' de Oy. Enfin, pour
prouver (iii), notons que la donnée de A, fait de 'Idéal £/ #**! de I'augmentation ¢,, €t
de ses quotients £/ #¥*! (1<k<n) des Oy-Modules, et il suffit de prouver par récurrence
sur k que les # [ #***sont des Oy-Modules quasi-cohérents et que la structure de Oy-Module
quotient qu'on en déduit sur #*/ #¥+1 est la méme que celle définie en (16.1.2). La
seconde assertion est immédiate, #¥/ #*¥*! étant annulé par ¢/ #"*'; la premitre
résulte, par récurrence sur £, de ce qu’elle est triviale pour k=1 et de ce que ¢/ #**!
est une extension de ¢/ #* par %/ g¥*+1 (I, 1.4.17%).

Corollaire (16.1.6). — Sous les hypothéses générales de (16.1.5), si Pimmersion f est
localement de présentation finie, les Gr,(f) sont des Oy-Modules quasi-cohérents de type fini.

En effet, avec les notations de la démonstration de (16.1.5), # est un Idéal de
type fini de Oy (1.4.7), donc les #"/ #"** sont des @y-Modules de type fini, d’ou la
conclusion.

Corollaire (16.x.7). — Sous les hypothéses générales de (16.1.5), soit g: X—Y un
morphisme de préschémas inverse & gauche de f. Alors, pour tout n, le morphisme composé
(1,%,): ymhx Ly définit un homomorphisme de faisceaux d’anneaux 2, : Oy — Oy inverse a
droite de I’augmentation ¢,,, faisant de Oy une Oy-Algébre quasi-cohérente ; pour ces homomor-
phismes, les homomorphismes de transition o, : Oym) — Oym) (n<m) sont des homomorphismes
de Oy-Algébres. En outre, si g est localement de type fini, les Oy(w sont des Oy-Modules quasi-cohérents
de type fin.

La premiére assertion résulte aussitot des définitions et de (16.1.5). D’autre part,
si g est localement de type fini, alors f est localement de présentation finie (1.4.3, (v));
les @r,(f) étant alors des Oy-Modules quasi-cohérents de type fini par (16.1.6), il en est
de méme des Oy-Modules £/ #"*tY qui sont des extensions d’un nombre fini
de ¥r(f) (I, 1.4.17).

Proposition (16.1.8). — Soient X un préschéma localement noethérien, j:Y—>X une
immersion. Alors les Y™ sont des préschémas localement noethériens, les %r,(j) sont des Og-Modules
cohérents, et Gr (j) est un faisceau d’anneaux cohérent sur Pespace Y.

Tout étant local sur X et Y, on est ramené au cas ot X est affine et j une immersion
fermée, et alors toutes les assertions sont évidentes sauf la derniére, qui résulte de ce que
si A est un anneau noethérien et J un idéal de A, grg(A) est un anneau noethérien, compte
tenu de Pexactitude du foncteur ¢* et de (01, 5.3.7%).
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Proposition (16.1.9). — Sotent X un préschéma, j:Y—>X une immersion localement
de présentation finie, y un point de Y. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Il existe un voisinage ouvert U de y dans Y tel que j|'U soit un homéomorphisme de U
sur un ouvert de X.

b) Il existe un entier n>o tel que I’homomorphisme canonique

(Prn—1)y : Oy y = Oyn-v,
sott bijectif.

c) Il existe un entier n>o tel que (%r,(j)),=o.

De plus, si Uentier n vérifie b) ou c), il existe un voisinage V de y dans Y tel que %r,(j)[V=o0
pour m=n et que .|V : Oym|V — Oym|V soit bijectif pour m=n.

La question étant locale sur Y, on peut se borner au cas ou j est une immersion
fermée, Y étant défini par un Idéal quasi-cohérent de type fini # de Ox. L’équivalence
de b) et ¢), pour un n donné, est alors immédiate ; en outre, comme £"/ #"+! est
un Ox-Module de type fini, il existe un voisinage ouvert U de y dans X tel que
F|U=¢"*"U (0, 5.2.2), donc aussi #"|U=_¢™|U pour m>n, ce qui prouve
les derniéres assertions. Pour prouver que @) entraine 4), on peut se borner au cas ol
Pespace sous-jacent a Y est égal a I’espace sous-jacent a X, et ot £ est engendré par
un nombre fini de ses sections au-dessus de X : comme # est alors contenu dans le
Nilradical 4" de Oy (I, 5.1.2), il est nilpotent, ce qui prouve 4). Enfin, pour prouver
que b) entraine a), on peut aussi se borner au cas ot #"= _g"*!; alors, pour tout yeY,
comme £, Cmy,, idéal maximal de Ox,, on a nécessairement #3=o0 en vertu du
lemme de Nakayama, puisque #, est un idéal de type fini. L’ensemble des x€X tels
que Z;=o est donc un ouvert U de X contenant Y (0, 5.2.2); comme d’autre part
F.%+0 pour x¢Y, on a nécessairement U=Y.

Corollaire (16.x.10). — Pour que la restriction de I'immersion j & un voisinage de y dans Y
soit une immersion ouverte (autrement dit pour que j soit un isomorphisme local au point y),
i faut et il suffit que (9r,(5)),=(Nyx),=0.

La condition est évidemment nécessaire, et le raisonnement précédent, appliqué
pour n=1, prouve qu’elle est suffisante.

Remargues (16.1.11). — (i) Sous les conditions de la définition (16.1.1), la limite
projective du systéme projectif (Oyw, @,,) de faisceaux d’anneaux sur Y est appelé
Vinvariant normal d’ordre infini de f, et parfois noté Oy(x). Lorsque X est un préschéma
localement noethérien, j:Y—>X wune immersion fermée, Y étant donc un sous-
préschéma fermé de X défini par un Idéal cohérent £, Oy(x) n’est autre que le complété
JSormel de O le long de Y (I, 10.8.4), et Y®) = (Y, Oy(x)) le préschéma formel complété
de X le long de Y (I, 10.8.5). Dans tous les cas, on pourra dire que Y est le voisinage
Sformel de Y dans X (pour le morphisme f). Dans le cas particulier qu’on vient d’envisager,
c’est donc le préschéma formel limite inductive des voisinages infinitésimaux d’ordre n.

(ii) On notera que pour un morphisme de préschémas f=(¢, 6) : Y—>X, il peut
se faire que ’homomorphisme 6% : §*(0x) -0y soit surjectif sans que fsoit une immersion

8



§ 16 ETUDE LOCALE DES SCHEMAS ET DES MORPHISMES DE SCHEMAS 9

locale, et sans que f soit injectif. On en a un exemple en prenant pour Y une somme de
préschémas Y, tous isomorphes a Spec(@,), ou x€X, et pour f le morphisme égal au
morphisme canonique dans chacun des Y,.

16.2, Propriétés fonctorielles des invariants normaux d’une immersion.

(x6.2.1) Soient [f=(§,0):Y—->X, f'=(J,0):Y - X' deux morphismes
d’espaces annelés tels que les homomorphismes 6% et 6% soient surjectifs ; considérons un
diagramme commutatif de morphismes d’espaces annelés

vy 1> x
(x6.2.1.1) uT Tv

Yl __i_’» XI

Posons u—=(p, 1), v=(o, w). On a p"({"(Ox))=10"(c"(0x)) et on a par suite un
diagramme commutatif d’homomorphismes de faisceaux d’anneaux sur Y’

U (00) = 1"(0'(0x) L 40y

o*(6%) Je'#
Os.

o (Oy)

A ¥

d’ol 'on conclut, si # et ¢’ sont les noyaux de 6% et 6%, que 'on a " (u¥)(p"(#)) C ¥,
compte tenu de P'exactitude du foncteur p*. On en déduit aussitét que pour tout entier n,
P " (FM) £ ce qui montre que ¢ (u¥) définit, par passage aux quotients, un
homomorphisme de faisceaux d’anneaux

(16.2.1.2) v 10 (§7(Ox) [ I > 47 (Ox) | F

et par suite un morphisme d’espaces annelés w,= (p, v,) : YY" (qui, pour n=o,
n’est autre que z). Il résulte aussitét de cette définition que les diagrammes

v e Mmoo

wn I m ] T v (n<m)

i
i

Y sy X
Pinn Fin
(otr les fleches horizontales sont les morphismes canoniques (16.1.2)) sont commutatifs.
Par passage aux quotients a partir des homomorphismes (16.2.1.2), et en tenant

9
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10 : A. GROTHENDIECK Chap. IV

compte de lexactitude du foncteur p°, on obtient un di-homomorphisme d’Algebres
graduées (relatif & ’homomorphisme ¥ : o*(0y) —0y.)

(16.2.1.3) gr(v) : ' (r.(f)) - Fr.(f")

(ou, si on veut, un p-morphisme (0;, 3.5.1) %r (f)—~>%r.(f')), et en particulier un
di-homomorphisme des faisceaux conormaux

gri(u) : o (9ri(f)) > Ini(f")-

Il est immédiat en outre que ces homomorphismes donnent lieu 4 un diagramme
commutatif

0 (Soy (91 (f))) — o' (91.(f)
(16.2.1.4) S(gr(u)) gr(u)

Soy.(F11(f))) —> ¥r.(f")

ot les fleches horizontales sont les homomorphismes canoniques (16.1.2.2).
Enfin, si 'on a un diagramme commutatif de morphismes d’espaces annelés

vy Lx
Y’ ——'——> X’
u’T Tv
Y — X

’

ot f''=({",0”) esttel que 0¥ soit surjectif, et si wj, et w,’ sont définis & partir de u’, v
d’une part, et de u''=uou’, v'=vov’ de l'autre, alors on a w, =uw,ow,, comme il
résulte aussitét des définitions et de (0;, 3.5.5); on a de méme gr(u”)=gr(u’)op” (gr(u))
si #'=(p’,\'). On peut donc dire que les Y™ et @r (f) dépendent fonctoriellement de f.

Proposition (x6.2.2). — Avec les notations et hypothéses de (16.2.1), supposons de plus
que f, f', u et v soient des morphismes de préschémas. Alors :

(i) Les morphismes w,: Y'™—=Y™ sont des morphismes de préschémas.

(i) 8 Y'=YxxX', u et f' étant les projections canoniques, et si f est une immersion
ou si v est plat, on a Y'W=Y" x X"

(1) 87 Y'=Y xxX' et sivest plat (resp. si f est une immersion), I’ homomorphisme

Gr(w) =gt (@) @1 : Fr,(f) @y Oy — F1,(f)
est bijectif (resp. surjectif).

(i) Les hypothéses entrainent aussitét que pour tout y'eY’, p,.(6,,) est un
homomorphisme local (I, 1.6.2), donc w, est un morphisme de préschémas (I, 2.2.1).

10



§ 16 ETUDE LOCALE DES SCHEMAS ET DES MORPHISMES DE SCHEMAS I

(i) et (iil) Si f est une immersion, on peut se borner au cas ol f est une immersion:
fermée, Y étant donc défini par I’Idéal quasi-cohérent £ de O, et Y™ par I'Idéal #"+!;
les assertions résultent alors de (I, 4.4.5).

Supposons en second lieu que v soit plat ; on peut se borner au cas ot X==Spec(A),

Y =Spec(B), X'==Spec(A’) sont affines, A’ étant un A-module plat; alors Y’'=Spec(B’)

avec B'=B®,A’; en outre, si J est le noyau de ’homomorphisme A-—B, le noyau ¥’

de A’—>B’ ¢identifie 3 I®,A’ par platitude, et J*/J" 1= (F"/J**1)®,A’. On en

déduit aussitét, compte tenu de (0r, 4.3.3), que le Oyp-Module #'"/ #'"+! est égal a
P76 (T ™) Oy ) =

P (I ™)) Oyrorond” (Ox) =0 (I ") Oprgrogy¥” (Cc)

et comme en particulier pour z=o0, on a
Oy = P*WY) ®p*<¢*wx))¢,*(@x')
on obtient un isomorphisme canonique de #'*/ #'"*! sur
P*(f"/fnﬂ) ®p*(@y)(pY' = (f"//"“) ®0Y0Y’

ce qui prouve (iii). Posons maintenant C,=T(Y, Oyw), C,=T(Y’, Oy.). Puisque Y™
et Y™ sont des schémas affines (16.1.5), le noyau &, (resp. K,) de 'homomorphisme
C,—~C,_; (resp. C,—~C_,) est (Y, #"/ #"*1) (resp. I'(Y', #™"/ #'**1)); on déduit
donc de ce qui préceéde que K,=8,®,A’. Or, on a un diagramme commutatif

o — Rn®AA’ g Cn®AA, - Cn—1®AAI >0

) K, c, C._,—o

ou la fleche verticale de gauche est bijective et les deux lignes sont exactes (A’ étant
un A-module plat). On en déduit par récurrence que s, est bijectif pour tout z, car c’est
vrai par hypothése pour n=o0, et se déduit par application du lemme des cinq
pour zn quelconque. Cela prouve la seconde assertion de (ii).

Corollaire (16.2.3). — Soient g: XY, u:Y' =Y deux morphismes de présckemas,
X'=XXxyY', g : X'=>Y" e v:X' =X les projections canoniques. Soient f:Y—>X une
Y-section de X (donc une immersion), f'=fyy:Y —>X' la Y'-section de X' déduite de f par
le changement de base u. Alors :

(1) Le morphisme w, : Y;,(") - Y}") correspondant @ f, f', u, v (16.2.1) et le morphisme
canonique k1 Y M —>X' identifient Y, au produit Y{"xxX'.

(i) 87 lon munit 0Y}n) (resp. @Yf,gn)) de la structure de Oy-Algébre définie par g (vesp. de
la structure de Oy,-Algébre définie par g') (16.1.6), I’homomorphisme de O -Algébres

(16.2.3. I) p*(ay‘&n)) ®0Y 0Y’ —> 0Y}(,")

11



12 A. GROTHENDIECK Chap. IV

déduit de I’ homomorphisme v, (16.2.1.2) est bijectif. En outre, I’ homomorphisme de Oy.-Modules
(16.2.3.2) Gry(u) : 91 (f)®0y Oy — Fri(f")

est bijectif.

(i) Notons d’abord que les morphismes f':Y' =X’ et u: Y’ —Y identifient Y’ au
produit Y XX’ (pour les morphismes structuraux f:Y—>X et v:X'—>X) (14.5.12.1).
La conclusion de (i) résulte alors de (16.2.2, (ii)), le morphisme g étant une immersion.

(ii) Le diagramme commutatif

Wn

Y &y

W

X «— X

b

Y «— Y

identific Y™ au produit Y{"x4xX' et X’ au produit X xyY’, donc (I, 3.3.9) il
identific (pour les morphismes g'ok; et w,) Y™ au produit Y{"xyY’. Comme Y"
(resp. Y,’,(")) est le préschéma affine au-dessus de Y (resp. Y’) associé a la Oy-Algébre @Y}n)
(resp. a la Oy.-Algebre @er(,n)), le fait que I’homomorphisme canonique (16.2.3.1) soit
bijectif résulte de (II, 1.5.2). Enfin, ’homomorphisme canonique (16.2.3.1) est compa-
tible avec les augmentations @Y}m—)(OY et 0Y}_(’n)—>0Y,; comme 0Y1(_n) est somme directe
(en tant que Oy-Module) de Oy et de I’Idéal d’augmentation £/ #"*!, on voit donc que
’homomorphisme canonique (16.2.3.1), restreint & ( ¢/ ¢"*) ®py Oy, est une byjection
de ce dernier sur ¢’/ #'"*! Pour n=1, cela montre que Gr,(x) est bijectif.

On notera que, sous les hypothéses de (16.2.3), les homomorphismes Gr, ()
sont surjectifs en vertu de ce qui préceéde, mais ne sont pas bijectifs en général pour 7> 2.
Toutefois :

Corollaire (16.2.4). — Sous les hypothéses de (16.2.3), supposons que u:Y'—>Y soit
un morphisme plat (vesp. que les Gr,(f) soient des Oy-Modules plats pour n<m). Alors I’ homo-
morphisme

GI‘”(U) : grn(f) ®0Y@Y’ - grn(fl)
est bijectif pour tout n (resp. pour n<m).
Si u est plat, il en est de méme de »: X'—>X qui s’en déduit par changement de
base, et on sait déja dans ce cas que Gr(u) est bijectif (16.2.2, (iii)). Si les %r,(f) sont

plats pour n<m, on voit d’abord par récurrence sur n qu’il en est de méme des ¢/ g"*!
pour n<m, en vertu des suites exactes

o> Fr > | M > F ] >0

12
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(0;, 6.1.2); en outre, on a alors des diagrammes commutatifs

0 = (JN I B0y Oy — (F]| I 1) B0y Oy, — (F[ F") @y Oy >0

0o ——=> g gmtt NI —— I —— o

dans lesquels les lignes sont exactes (la premiére par platitude (0;, 6.1.2)) et les deux
derniéres fléches verticales sont bijectives en vertu de (16.2.3, (ii)); d’ou la conclusion.

Remarques (16.2.5). — (i) Le raisonnement de (16.2.2, (i)) s’applique encore
lorsque dans (16.2.1.1) il s’agit de morphismes d’espaces annelés en anneaux locaux
(Erry, (1.8.2)).

(ii) Dans (16.2.2, (ii)), la conclusion n’est plus nécessairement valable lorsqu’on
suppose seulement que v et f sont des morphismes de préschémas ( f vérifiant la condition
de (16.1.1)). Par exemple (avec les notations de la démonstration de (16.2.2, (ii)),
il peut se faire que J=o0 mais que le noyau J' de A’->B'=B®, A’ ne soit pas nul et
que B'#o0, auquel cas on a Y"W=Y pour tout n, mais Y'™+Y’. On a un exemple

de ce fait en prenant A=Z, B=Q, A’zhl;l1 (Z/m*Z) ou m>1.

(16.2.6) Considérons le cas particulier du diagramme (16.2.1.1) ou X'=X,
v étant 'identité, X est un préschéma, Y un sous-préschéma de X, Y’ un sous-préschéma,
de Y, f, uet f'=fou les injections canoniques ; le di-homomorphisme (16.2.1.3) donne,
par tensorisation avec Oy au-dessus de p'(Oy), un homomorphisme de Oy.-Algébres
graduées

(16.2.6.1) & (Gr.(f)) — Gr.(f).

D’autre part, on identifie Oy a §*(0y)/ 1 Oy 3 o'(0y)] #,; comme o est un
foncteur exact, on a p*(Oy) =" (V" (Ox))/e*(F;) =" (Ox) [e*(#;), et comme Oy, s’iden-
tific par ailleurs a {"*(0x)/#, on voit que 'on a #,=#,/0"(#;). On en déduit

pour tout entier » un homomorphisme canonique #p/ it — Z7] Zi*!, d’od un

homomorphisme canonique de Oy.-Algebres graduées

(16.2.6.2) Gr.(f") — Gr (u).

Proposition (16.2.7). — Sotent X un préschéma, Y un sous-préschéma de X, Y' un sous-
préschéma de Y, j:Y'—Y Ulinjection canonique. On a alors une suite exacte de faisceaux conormaux
(Oy.-Modules)

(16.2.7.1) J (W yx) > A yx >N yy—>0

o les fléches sont les composantes de degré 1 des homomorphismes canoniques (16.2.6.1) et
(16.2.6.2).

La question étant locale, on peut se borner au cas ot X=_Spec(A), Y=Spec(A/J),
Y’ =Spec(A/R), J et & étant deux idéaux de A tels que J<=K; tout revient a voir alors

13



14 A. GROTHENDIECGCK Chap. IV

que la suite d’homomorphismes canoniques J/KJ — K/K2 — (]K/F)/(K]/J)2— o est exacte,
ce qui est immédiat puisque limage de J/KJ dans K/K? est (J+KH/K? et que
(]/F)/(]]3)? s’identifie 2 K/(F + KY).

Il est facile de donner des exemples ou la suite (16.2.7.1) prolongée & gauche
par un o n’est plus exacte; avec les notations précédentes, il suffit de prendre A =k[T],
J=AT? R =AT, caronaalors (J+ K)/R*=o0 et J//KI+0. Voir cependant (16.9.13)
et (19.1.5) pour des cas utiles ot la suite prolongée reste encore exacte.

16.3. Invariants différentiels fondamentaux d’un morphisme de préschémas.

Définition (16.3.1). — Sotent f: X—S un morphisme de préschémas, A;: X —>XxgX
le morphisme diagonal correspondant, qui est une immersion (I, 5.3.9 et Erryy, 10). On désigne
par Pf ou Py, et Uon appelle faisceau des parties principales d’ordre n du S-préschéma X,
le faisceau d’anneaux Ox-augmentés, n-éme invariant normal de A; (16.1.2). On pose
PP =P =lir_n_9’§,s, Gr(P)) =Y, (Pxie) =Y1,(8y) (16.1.2); le Ox-Module %r (A,),

Idéal d ’augment?ztion de Py, est aussi noté £} ou g, et appelé le Ox-Module des 1-différentielles
de f, ou de X par rapport & S, ou du S-préschéma X.
Il résulte de cette définition que P% s’identifie canoniquement & Oy (16.1.2).
On a (16.1.2.2) un homomorphisme canonique surjectif de Ox-Algebres graduées

(x6.3.1.1) So, (k) = I7.(Pxp)-

Il résulte aussi de la définition (16.3.1) que pour tout ouvert U de X, on a
Pho=2}U, Po=27|U, 9(P0)=9(P)|U, Qy=2;|U (autrement dit, les
notions introduites sont locales sur X).

(16.3.2) Notons p;, p, les deux projections canoniques du produit X xgX;
comme A; est une X-section de X XgX a la fois pour les morphismes p, et p,, chacun
de ces morphismes définit, pour tout 7, un homomorphisme de faisceaux d’anneaux
Ox—~P%5, inverse a droite de Paugmentation #3g5—0x (16.1.7); on peut encore dire
que P'on définit ainsi sur Py deux structures de Ox-Algebres augmentées quasi-cohérentes
les structures correspondantes de @x-Module sur %r,(Px;) sont les mémes. On a de
méme, par passage 2 la limite, deux structures de Ox-Algébre sur Zgj.

(x6.3.3) Le morphisme s=(f,, p)g: XXgX—>XXgX est un automorphisme invo-
lutif de X xgX, appelé la syméirie canonique, tel que

(16.3.3.x) bros=ps, peos=p, soly=Ay.

Si Pon pose s=(p, ), py=(m;, ;) (i=1, 2), A,;=(3,v), ¥ est donc un isomor-
phisme de p'(n}(Ox)) sur m(0x), et 8 (A¥) laisse invariant 8*(0XXSX) et le noyau ¢
de Phomomorphisme v¥ : §*(Ox, x) >0x. Par suite :

Proposition (16.3.4). — L’homomorphisme =38 (\¥) déduit de s (et appelé encore

symétrie canonique) est un automorphisme involutif du systeme projectif (Pxig) de faisceaux

4
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d’anneaux Ox-augmentés, et par suite aussi de leur limite projective Fxg. Cet automorphisme permute
les deux structures de Ox-Algébre sur les Pg,g et sur Fxg.

(x6.3.5) Dans ce qui suit, les deux structures de Ox-Algebre définies sur les Py
et sur x5 joueront des roles treés différents : nous conviendrons désormais, sauf mention
expresse du contraire, que lorsque Pxg ou Pgig sera considéré comme une Ox-Algebre, c’est de la
structure d’Algébre définie par p, qu’il s agira.

Pour tout ouvert U de X et toute section teI'(U, 0x), on notera simplement ¢.1
ou méme ¢ 'image de ¢ par ’homomorphisme structural I'(U, 0x) — I'(U, Z34) (resp.
['(U, ¢x) — T'(U, Z%))) (c’est-a-dire 'homomorphisme correspondant a p,).

Définition (16.3.6). — On désigne par df', ou dy,g (vesp. di°, ou dyyg), ou simplement d"
(resp. d*), Phomomorphisme de faisceaux d’anneaux Oy — P} =Py (resp. Oy — P =Pxys)
déduit de py. Pour tout ouvert U de X, et tout teT'(U, Ox), d"t (resp. d®t) est appelé la partie
principale d’ordre n (resp. partie principale d’ordre infini) de t. On pose dt=d't—t, et
on dit que dt est la différentielle de t (élément de T'(U, Qgs), aussi noté dyi(t)).

Il résulte aussitot de cette définition que 'on a

(16.3.6.1) d(tyt,) = t, dby +t,dt,

quels que soient ¢, £, dans I'(U, ), autrement dit, d est une dérivation de I’anneau I'(U, 0)
dans le I'(U, Ox)-module T'(U, Q).

Dans toutes les notations introduites dans (16.8.1) et (16.3.6), on remplacera
parfois S par A lorsque S=Spec(A).

(x6.3.7) Supposons en particulier que S==Spec(A) et X =Spec(B) soient des
schémas affines, B étant donc une A-algébre. Alors A; correspond a 'homomorphisme
canonique surjectif = : B®, B—>B tel que n(b®b’)=5bb’, de noyau J=TJg, (0, 20.4.1);
P} est le faisceau structural du préschéma Spec(Py,), ou

Pl';/A = (B®AB) /3"“5
Yr (%) est le Ox-Module quasi-cohérent correspondant au B-module gradué
gry(Be,B) = &, (3"/3"*);

n=0

en particulier Qf=Q% est le Ox-Module quasi-cohérent correspondant au B-module
des 1-différentielles de B par rapport a A, Qg (0, 20.4.3). Les morphismes projections
h  XXgX—>X, p, : XXgX—>X correspondent aux deux homomorphismes d’anneaux
J1:B—>B®,B,j, : B>B®,B telsque j,(0)=05691,j,(b)=1®5, de sorte que (par la conven-
tion de (16.3.5)), Py, est toujours considérée comme une B-algébre pour I’homomor-
phisme composé B 51 Bo® sB — P3,; ’homomorphisme d’anneaux B 5B 1B — Py,
se note dy, et correspond a dy,g opérant sur I'(X, O); pour tout teB, df est égal a
dgst, défini dans (0, 20.4.6) (cf. Erry, 1I).

Si m,:B®,B—Pg, est Phomomorphisme canonique, on a donc, en vertu des
définitions précédentes

(16.3.7.1) 7, (b®b')=b.7, (1®b")=b.dp,(b") pour beB, b'eB.

15



16 A. GROTHENDIECK Chap. IV

Proposition (16.3.8). — L’image de [’homomorphisme dy: Ox—Py)s engendre le
Ox-Module Py.

On se raméne aussitét au cas ol X =Spec(B) et S=Spec(A) sont affines et la
proposition résulte de (16.3.7.1) puisque 7, est surjectif. On notera qu’en général dyg
w’est pas surjectif (méme déja pour n=1).

Proposition (16.3 9). — Supposons que f: X —S soit un morphisme localement de type
fini. Alors les P} et les Gr,(P;) sont des Ox-Modules quasi-cohérents de type fini.

Cela résulte de (16.1.6) et du fait que A, est localement de présentation
finie (1.4.3.1).

16.4. Propriétés fonctorielles des invariants différentiels.

(x6.4.x) Considérons un diagramme commutatif de morphismes de préschémas
X < X'
(16.4.x.1) fl lf’
S ¥
On en déduit un diagramme commutatif

X «% X

Af Afr
XXgX «— X'xgX’
v

ol v est ’homomorphisme composé (I, 5.3.5 et 5.3.15)
(16.4.1.2) X xg X PP X X X

On déduit donc de u et v, comme il a été expliqué dans (16.2.1), des homomor-
phismes de faisceaux d’anneaux augmentés

(16.4.1x.3) v, p*(.%?/s) — PR

(ot ’on a posé u= (p, \)); ces homomorphismes forment un systeme projectif, et donnent
donc a la limite un homomorphisme de faisceaux d’anneaux augmentés

(16.4.1.4) Vo 1 0 (PR) = Pys

d’autre part, par passage aux quotients, les homomorphismes v, donnent un di-homomor-
phisme d’Algébres graduées (relatif & 2¥) :

(16.4.1.5) gr(u) : P*(g’.(g)(/s)) - g’.(gjx'/s')-

16
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(16.4.2) Si 'on a un diagramme commutatif

'

X «— X' < X
fl f'l ll”
S «— § «— §”
w w
on en déduit un diagramme commutatif

X e_u__‘ XI e_u,—_*_ X/I

Af Af’ Afu

|
v ¥

XxgX «— X'xgX' <— X'Xg X"
v v

ou v’ est défini a partir de ', w’, f’, f"' comme v & partir de u, w, f, f'. On vérifie aussitot
que si u'=uou’, w'=wow’, alorsle morphisme composé vor’ est égal au morphisme v"
défini & partir de «”, w", f, f'' comme v a partir de «, w, f, f'. Si'on pose u'= (p’, N},
u''=(p”, \") il résulte alors de (16.2.1) que ’homomorphisme v, : ¢ (P%s) = P s
est égal au composé
1% * n p’*(vg) ¥ n Vh n
e (e( X/S)) - p (gx'/s') —> Ixrg

et 'on a des propriétés de transitivité analogues pour les homomorphismes (16.4.1.4)
et (16.4.1.5), ce qui permet de dire que les Py 5, PR)g et Gr (Pxys) dépendent fonctorielle-
ment de f.

(16.4.3) On vérifie aussitét (par exemple en se ramenant au cas affine a I'aide
de (16.3.7)) quavec les notations de (16.4.1), le diagramme

. a
o (0x) — Ox
(x6.4.3.1)

P*(?;(/s) “‘;n—) gﬁ”{’/s'

ou les fleches verticales sont celles définissant les structures d’Algébre choisies
dans (16.3.5) (c’est-a-dire celles provenant des premiéres projections) est commutatif;

il en est de méme du diagramme

. ptd
p(Ox) —— Ox

(16.4.3.2) e*(dlye) @ojs

P*(Q ?{/s) — 2 X'/
n

17




18 A. GROTHENDIECK Chap. IV

les fleches verticales définissant ici les structures d’Algeébre provenant des secondes
projections; d’ailleurs, si ¢ et ¢’ sont les symétries canoniques correspondant a f et f”
(16.3.4), on a

v,00'(c)= o’ ov,
qui fait passer d’'un des diagrammes précédents a ’autre. On déduit donc de (16.4.3.1)
un homomorphisme canonique de Ox.-Algébres augmentées
(16.4.3.3) P*(u) : ”*(g;qs) =250y Ox — Pxs

et il résulte de (16.4.8.2) que le diagramme

id
Oy ——> Oy,

(16.4.3.4) uHdyg) /s

4 (Ps) ;,,(_J Py

est commutatif. On en déduit un homomorphisme de CO.-Algébres gradudes
(16.4.3.5) Gr,(u) : (97, (Pxi)) ~ 9r.(Pxys)

et en particulier un homomorphisme de O-Modules

(16.4.3.6) Gr(u) : Qxs®0 Ox — Qe

donnant lieu & un diagramme commutatif

id
O ———> Oy

(16.4.3.7) dyfs ®1 dyfse

1 1
Qxs®0, Ox —> Oxyg

(x6.4.4) Lorsque S=Spec(A), S’==Spec(A’), X =Spec(B), X'=Spec(B’) sont
affines, de sorte que 'on a un diagramme commutatif d’homomorphismes d’anneaux

B — P

o

A — A

I'image de Jp, dans B'®,,B’ est contenue dans Jg/., €t Phomomorphisme v, corres-
pond a Phomomorphisme d’anneaux P, — Pgy  déduit de I’homomorphisme
B®,B - B'®,,B’ par passage aux quotients. L’homomorphisme (16.4.3.6) correspond
4 ’homomorphisme défini dans (0, 20.5.4.1), et le diagramme commutatif (16.4.3.7)
au diagramme (0, 20.5.4.2).

18
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Proposition (16.4.5). — Supposons que X'=X XgS’, f" et u étant les projections canoniques.
Alors les homomorphismes canoniques P™(u) (16.4.3.3) et Gry(u) (16.4.3.6) sont bijectifs.

On a en effet alors X'XgX'=(XX3X)XgS’, et on peut donc appliquer
(16.2.3, (ii)) en remplagant g par la premiére projection p, : XXX —>X et f par la
diagonale A;.

On notera aussi que sous les hypotheses de (16.4.5) I’homomorphisme Gr, ()
(16.4.3.5) est surjectif, mais non bijectif en général. Toutefois (16.2.4) :

Corollaire (16.4.6). — Les hypothéses étant celles de (16.4.5), supposons de plus que
w: S =S soit plat (resp. que les Gr,(Pxyg) soient des Ox-Modules plats pour n<m); alors

I’ homomorphisme

Gr,(u) : 4 (91,(Pxps)) > I1a(Pxysr)

n

est bujectif pour tout n (resp. pour n<m).

En effet, si w est plat, il en est de méme de v: X' X5 X' — X XX, donc la conclu-
sion résulte de (16.2.4).

(16.4.7) Soient S un préschéma, & un Og-Module quasi-cohérent, et posons
X=V(&) (I, 1.7.8), fibré vectoriel associé a &, égal a Spec(Se4(<)). Soit
f:X—>S le morphisme structural. Pour tout ouvert U de S, et toute section
tel'(U, &), t s’identifie 2 une section de Sy (&) au-dessus de Uj; soit ¢’ son image dans
T(f~1(U), 0) = T(U, £,(05))=T(U, So,(&)), et posons

(16.4.7.1) 8(t) =dgs(t)— el (f7H(U), Pxg) ;

il est clair que 3 est un di-homomorphisme de modules (correspondant & ’homomorphisme
d’anneaux I'(U, 05) — I'(f~'(U), Ox)) de ['(U, &) dans I'(f~'(U), P%s), dontI'image
appartient d’ailleurs & l'idéal d’augmentation de TI'(f~'(U), #%5). On en déduit (en
faisant varier U) un homomorphisme canonique de Ox-Algebres

(x6.4.7.2) f*(sws(g)) - Py

et d’aprés la remarque précédente, si & est 'ldéal noyau de 'augmentation 84 (&) 0,
Pimage de J#™*! par (16.4.7.2) est nulle, si bien qu’en factorisant par #™"*! on a
finalement un homomorphisme canonique

(16.4.7.3) 81 f (Sog(&) A1) > Phs.

Proposition (16.4.8). — Sous les conditions de (16.4.7), les homomorphismes 8, sont
bijectifs et forment un systéme projectif d’isomorphismes ; on en déduit un isomorphisme de Ox-Algebres
graduées

(16.4.8.1) f*(SZ.,S(é”)) — r (Pxs)-

Le fait que les homomorphismes (16.4.7.3) forment un systéme projectif résulte
aussitot de leur définition. Pour prouver que ce sont des isomorphismes, il suffira de

19
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démontrer que (16.4.8.1) est un isomorphisme, les filtrations des deux membres
de (16.4.7.3) étant finies (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 2, n° 8, cor. g du th. 1).

Pour cela, considérons la suite exacte scindée de Og-Modules
(16.4.8.2) 0>&>EDESE o0

ol, pour tout couple de sections s, ¢t de & au-dessus d’un ouvert U de S, on prend
u(s)=(—s,s) et v(s,t)=s+% On a

X XgX =8pec(8y (8)®g_ 8y (&))=Spec(8S, (6 &))

(II, 1.4.6 et 1.7.11), et le morphisme diagonal X-—+>XXgX correspond (II, 1.2.7%)
a ’homomorphisme de Og-Algébres S(v) 18, (6@ &) — 8§y (¢) (I, 1.7.4), de sorte
que si # est le noyau de cet homomorphisme, on a

.@;'(/s:f*(sms(é”@ @@)/fnﬂ)

La proposition sera conséquence du lemme suivant :

Lemme (16.4.8.3). — Soient Y un espace annelé, o — F' S F X F 0 une suite
exacte de Oy-Modules telle que tout point yeY posséde un voisinage ouvert V tel que la suite
0=>F'|V>F|V>F"'|V—>o0 soit scindée. Soit I I'Idéal noyau de S(v) :

S@Y(g’)_’swy(ﬂ_”)»

et soit gr's(Se _(F)) la Oy-Algébre graduée associée d la Oy-Algébre 8, (F) munie de la filtra-
tion f-préadique. Alors I’homomorphisme de Oy-Algebres graduées

(x6.4.8.4) So, (#7)®0,80,(F") — 8rs(Se,(F))

(ot le premier membre est le produit tensoriel gradué des Oy-Algébres symétriques munies de leur
graduation canonique (XL, 1.7.4 et 2.1.2)), provenant de I’injection canonique

F' > I = grl (S, (7)),
est bijectif.

L’injection %#'—.# donne en effet canoniquement un homomorphisme de
Oy-Algebres graduées Sy (F') — griy(8y (#)), et comme le second membre est par
définition une 8, (F"')-Algebre graduée, on en déduit 'homomorphisme canonique
(16.4.8.4) par tensorisation du précédent avec S, (#"’). Pour prouver le lemme, on
peut, la question étant locale, se borner au cas ot F =F'@F", u et v étant les homo-
morphismes canoniques. Alors ’Algebre graduée S; (#) s’identifie canoniquement au
produit tensoriel gradué Sy (F')®y Sp (F") (I 1.7.4), et il est immédiat que . est
alors 'Idéal #'®4 S (F"), ou ¢’ est 'ldéal d’augmentation de 8;_(F"), c’est-a-dire
la somme (directe) des 87 (#”) pour m>1. On en conclut que J"= #"®, 8§, (F"),
ou cette fois #'" est la somme (directe) des Sg (#') pour m>n; on a par suite
IINTE=8p (F')® Sy (F''), ce qui prouve que (16.4.8.4) est bijectif.
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Ce lemme étant démontré, il reste a voir que ’homomorphisme (16.4.8.1) est
bien l'image par f* de 'homomorphisme (16.4.8.4) correspondant & la suite exacte
(16.4.8.2); on constate aisément que cela résulte de la définition de u (16.4.8.2) et
de celle de 3 (16.4.7.1), compte tenu de la définition de la structure de Ox-Algébre
sur #% 4 et de celle de dyg (16.3.5 et 16.3.6).

En particulier :

Corollaire (16.4.9). — Sous les conditions de (16.4.7), on a un isomorphisme canonique
(16.4.9.1) gri(3) 1 f1(€) = Q.
Corollaire (16.4.10). — St S=Spec(A), &=0F, de sorte que
X =S8pec(A[T,, ..., T,]),

P S'identifie canoniquement a la Ox-Algébre correspondant a la A[T,, ..., T, ]-algébre quotient
A[T,, ..., T,, Uy, ..., U,l//" Y, o les U, (1<i<m) sont m nouvelles indéterminées et K
est Pidéal engendré par Uy, ..., U,,.

On retrouve ainsi en particulier la structure de Q%4 dans ce cas (0, 20.5.13).

Notons en outre que dyjg fait alors correspondre a un polynéme F(T,, ..., T,),
la classe mod.R"*' de F(T,+U,,...,T,+U,), comme il résulte de la défini-
tion (16.4.7.1).

Proposition (16.4.xx). — Sotent f:X—>S un morphisme, g:S—X une S-section
de X, S™ le n-éme voisinage infinitésimal de S pour immersion g (16.1.2). Il existe alors un
isomorphisme et un seul de Og-Algébres

(x6.4.1x1.1) wn!g*(e@?c/s)”@sg")
(pour la structure de Og-Algébre sur @sg‘) définie par f (16.1.7)), rendant commutatif le diagramme

Os=g (0x) s @sg')
(x6.4.11.2) g,k(dnxls)\4 om
g2 X/8)
(ot N, est Uhomomorphisme structural).

En vertu de (I, 5.3.7), ott 'on remplace X, Y, S par S, X, S respectivement et f
par g, les diagrammes

s — 7 . X S I L. X
|
(16.4.11.3) gl Ar g Ar
v
(gof, 1x)s (1x, gof)s
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identifient S au produit des (XXgX)-préschémas X et X pour les morphismes A,
et (gof, 1x)g (resp. (Ix, gof)s). D’autre part, les diagrammes

X (9-1, 1x)s XXSX X (1x, gofls XXsX
(x6.4.x1.4) ! n f P
¥
S — X s —— X

identifient X au produit des X-préschémas S et X XgX pour les morphismes g et p,
(resp. p,) (cas particulier de la formule d’associativité (I, 3.3.9.1)). On peut dire que A,
considéré comme X-section de X XgX (relativement a p, ou p,) joue le réle d’une « section
universelle » pour les S-sections de X : chacune de ces sections g s’en déduit en effet par le
changement de base (gof, 1x)g: X=X X¢X. La définition de I’homomorphisme =, et le fait
qu’il est bijectif résultent donc de ces remarques et de (16.2.3, (ii)) appliqué au premier
diagramme (16.4.11.4). La commutativité du diagramme (16.4.11.2) résulte de
méme de (16.2.3, (ii)) appliqué cette fois au second diagramme (16.4.11.4). Pour
expliciter »,, on peut se borner au cas ol g est une immersion fermée : en effet, pour
tout seS, il y a un voisinage ouvert W de s dans S tel que g(W) soit fermé dans un
ouvert U de X, et il est clair que g|W est une W-section du morphisme Unf~Y(W)->W,
restriction de f, et g(W) est a jfortiori fermé dans Unf~*(W). On peut donc supposer
que S est un sous-préschéma fermé de X défini par un Idéal quasi-cohérent . Alors
les définitions précédentes montrent que si W est un ouvert de S, ¢ une section
de Oy au-dessus de f~}(W), =,(d"t|W) est égal & I'image canonique de ¢ dans
T'(W, (Og/2"+1)|W). L’unicité de », résulte donc de ce que I'image de Ox par dyg
engendre le Oy-Module #%5 (16.3.8).

Corollaire (16.4.x2). — Soient k un corps, X un k-préschéma, x un point de X rationnel
sur k. Alors (Pxy),®o,k(x) est canoniquement isomorphe (en tant que k(x)-algébre augmentée)
@ O fm;+*.

I1 suffit de considérer I'unique 4-section g de X telle que g(Spec(k))={x}.

Corollaire (16.4.13). — Soient f:X—S un morphisme, s un point de S,
X, =X XgSpec(k(s)) la fibre de fen 5. St xeX, est rationnel sur k(s), (Pyg).Oo.k(s)
est canoniquement isomorphe & Ox, Jm;*+*, oi my est idéal maximal de Ox, ,; de fagon précise,
cet isomorphisme fait correspondre a (d"t),®1 (ou f est une section de Oy au-dessus d’un
voisinage ouvert de x dans X) la classe de t,®1 modulo m/***,

Cela résulte de (16.4.5) et (16.4.12).

Les corollaires précédents justifient la terminologie de « faisceau des parties
principales d’ordre 7 ».

Proposition (16.4.14). — Soit o : A—B un homomorphisme d’anneaux, S une partie
multiplicativement stable de B. Alors les homomorphismes canoniques
(x6.4.14.1) ST Py, — Piipy
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déduits des homomorphismes canoniques P, — Piip, (16.4.4), forment un systéme projectif
et sont bijectifs.

I1 suffit de remarquer que S~'((B®,B)/J"*!)=S"!(B®,B)/(S™'J)"*! par plati~
tude, et que S™!(B®,B)=(S7!B)®, (S7'B) (I, 1.3.4).

Corollaire (16.4.15). — Les notations étant celles de (16.4.14), soit R une partie multi-
plicative de A telle que o(R)CS. Alors on a des isomorphismes canoniques

(16.4.15.1) S™IP, S Plipraa

Sormant un systéme projectif.
Il suffit évidemment de définir des isomorphismes canoniques

(16.4.15.2) Pg—lB/A:Pg—IB/R—lA

c’est-a-dire que l’on est ramené au cas ol p(R) est formé d’éiéments inversibles de B.
Mais alors I’isomorphisme (16.4.15.2) est simplement déduit de P'isomorphisme cano-
nique B®,B —» B®g.,,B par passage aux quotients (0, 1.5.3).

Corollaire (16.4.16). — Sotent f: X —~S un morphisme de préschémas, x un point de X,
s=f{x). Alors on a des isomorphismes canoniques

(x6.4.16.1) (P%8): = Poyj0,-

Sormant un systéme projectif.
On déduit de 14 des isomorphismes pour les gradués associés, et en particulier un
isomorphisme canonique

(16.4.16.2) (Qx8)z = Qoo -

Corollaire (16.4.17). — Soient k un corps, K le corps des fractions rationnelles
k(Ty, ..., T,). Alors, pour tout entier n, I’homomorphisme de K[U,, ..., U,] (U; indéter-
minées) dans Pk, qui, a tout U, fait correspondre d"T,—'T;.1, est surjectif et définit un isomor-
phisme du quotient K[U,, ..., U]J/m"*! (o0& m est Pidéal engendré par les U;) sur Pg.

Cela résulte de (16.4.8), (16.4.10) et (16.4.14), ol lon fait A=k,
B=k[Ty, ..., T,] et S=B—{o}.

On retrouve ainsi le fait que les dT; forment une base du K-espace vectoriel Qi
(0, 20.5.710).

Proposition (16.4.18). — Soient f:X—>Y, g:Y—>Z deux morphismes de préschémas,
et considérons les homomorphismes canoniques de Ox-Algébres augmentées (16.4.3.3)

(x6.4.18.1) &xiyz P Pxm > Py
(16.4.18.2) Jxv 3f‘(g§/z) - Py

Alors ggryyg est surjectif, et son noyau est I’Idéal engendré par I'image par fy vy de I'ldéal d’aug-
mentation de " (PY;).
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Notons d’abord que gyy; correspond au cas out dans (16.4.3.3) on fait X’'=X,
S'=Y,S=2Z et u=1y, et fyy; au cas ot 'on remplace X', X, S, S" par X, Y, Z,Z
respectivement et u, f par f, g respectivement.

On a un diagramme commutatif (I, 5.3.5)

Af i
X — XXyX — Xx,X
(x6.4.18.3) N P 1 xqf

Y T YXZY

ou j=(Ix, Ix)z est une immersion, joA,=A ; et p est le morphisme structural. Comme
on peut se borner au cas ot X, Y, Z sont affines, on peut supposer les immersions A,
A, et j fermées, de sorte que Ox et OUx, x s’identifient respectivement a Oy, x/.¢ et
Ox x,x/<Z,0u #3Z sontles deux Idéaux quasi-cohérents correspondant respectivement
aux immersions A, ,; et j. La Ox-Algébre #%, s’identifie donc a Ox, x/#"*", et Pyy
sidentifie & Oy, x/(F[Z)"*"!, Cest-a-dire & Ox, x/(F"'+F), et par suite au quo-
tient de %, par (F"T'+ L)/ #"T. Mais on sait (loc. cit.) que p et j font de X xyX
le produit des (Y x;Y)-préschémas Y et Xx;X, donc si Oy est identifi¢ & Oy, y/F,
ou %" est 'Idéal correspondant a A, £ est égal a (fxzf)*(f).(OXsz (I,4.4.5).
Comme (fF"+'+.2)[ #"t" est I'Idéal de P%; engendré par I'image de &, on en
déduit la proposition.

Corollaire (16.4.19). — Avec les notations de (16.4.18), on a une suite exacte de
Ox-Modules quasi-cohérents
* Fxlvlz Ix/x/z
(16.4.19.1) f (Q§(/z) == Q%c/z == .Q%QY —> 0.

Lorsque X, Y, Z sont affines, on retrouve ainsi la suite exacte (0, 20.5.7.1).

Proposition (16.4.20). — Soient f:Y-—>Z un morphisme, j:X—Y une immersion
Jermée, A" Idéal quasi-cohérent de Oy correspondant & j. Alors on a Pyy=Ox=0y|H,
P homomorphisme  canonique Jxryyg i (Pyz) — Pyu  est surjectif, et son noyau est IIdéal
de j (PYyy) engendré par J(Og.d%g () (il faut noter que dyy(A) est un sous-faisceau de
groupes commutatifs de P%;, mais non un Oy-Module en général).

On sait (I, 5.3.8) que la diagonale A;: X — X XyX est un isomorphisme, d’ou
la premiére assertion. Si »; et w, sont les deux homomorphismes d’Algébres Oy Py,
correspondant respectivement aux deux projections canoniques p,, p, de Y XzY sur Y,
rappelons que par définition (16.3.5 et 16.3.6) =; est ’homomorphisme structural de la
Oy-Algébre 7%, et w, =dy,. La Ox-Algébre 7 (P%y) Sidentifie donc & Py, fw (A Py,
et son quotient par I'Idéal engendré par j (dy;(A) & Pyy/(o1(H )+ wy(H))PYy.
Notons maintenant qu’on a un diagramme commutatif
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Y '

Ar Afoj
v
Y ;Y o X xzX

identifiant X au produit des (Y X;Y)-préschémas Y et X x,X (I, 5.3.7). Comme jXgzj
est une immersion, on déduit donc de cette remarque et de (16.2.2) que si A, et A,
désignent les voisinages infinitésimaux d’ordre n de Y et X pour les immersions cano-
niques A; et A, ; respectivement, on a un diagramme

Ay ~—— Axp

YxzY s— Xx,;X

faisant de A}, le produit des (Y Xx;Y)-préschémas Ay, et Xx;X. On peut encore
dire que %, s’identifie au faisceau d’anneaux @Q/Z(@@YXZY Ox «,x- Mais on voit aussitot
(par exemple en se ramenant au cas affine) que Ox, x =0y, yv/(p1(H)+p5(H)) Oy v-
Donc 2%, s’identifie au quotient de &5, par P'Idéal engendré par Iimage
dans 2%, de p(A)+py(H). Mais par définition cet Idéal est aussi engendré
par w (X )+w,(X). C.Q.F.D.

Corollaire (x6.4.2x). — Sowent f:Y—Z un morphisme, j:X—Y une immersion.
On a une suite exacte de Ox-Modules quasi-cohérents

(x6.4.21.1) N xy —>J'*(~Qslz/z) — Qg — 0.

Lorsque X, Y et Z sont affines, on retrouve ainsi la suite exacte (0, 20.5.12.1).

Corollaire (16.4.22). — St f: X—S est un morphisme localement de présentation finie,
Py et Qs sont des Ox-Modules quasi-cohérents de présentation finie.

On est aussitét ramené au cas ol S=_Spec(A) est affine, X =Spec(B), ou
B=A[T,,...,T,]/K, K étant un idéal de type finide C=A[T,, ..., T,]. On applique
alors (16.4.20) avec Z=S, Y =Spec(C) et f:'s‘i. Alors f(@@,z) est un Ox-Module
libre de rang fini (16.4.10) et hypothése sur & entraine que j*(0y.d%;(X)) engendre
un Ox-Module quasi-cohérent de type fini ; d’ott la conclusion.

Proposition (16.4.23). — Sotent X, Y deux S-préschémas, Z =X xgY leur produit,
p: XxgY=>X et q: XXgY—>Y les projections canoniques. Alors I’homomorphisme canonique

(16.4.23.1) bPaxis®qzys ¢ P*(Q)I(/s) @q*(gllz/s) - Q(lx Y8
est bijectif.
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Le diagramme commutatif
Y <L XxgY < XxgY

R

S S X
i

id

donne une factorisation de l'isomorphisme canonique P"(p) (16.4.5)
b (Ps) — Pis — Py

et de méme, en intervertissant les roles de X et Y, on a une factorisation de I’Zsomor-
phisme P"(q)
q (g}?{/s) *Qg/s - WQ,X.

Ceci prouve que I’homomorphisme canonique (16.4.18.1)
baxps P2 %) > Py (resp. ggys: q(Z 7s) = P5s)
est injectif, et que le noyau de ’homomorphisme canonique surjectif (16.4.18.2)
Pus > Py (resp. Pyg —~ Pi)

est supplémentaire de I'image de pzxg (resp. ¢gy;g). Mais d’autre part, ce noyau est,
en vertu de (16.4.18), engendré par 'image par ¢zy;g (resp. pyx;s) de I'ldéal d’aug-
mentation de ¢ (PYg) (resp. p(P%s)). On en conclut la proposition en considérant
le cas n=1.

On généralise aussitét (16.4.23) au cas d’un produit d’un nombre fini quelconque
de S-préschémas.

Remarques (16.4.24). — (i) Nous verrons (17.2.3) que lorsque le morphisme
f:X—=Y dans (16.4.18) est lisse, ’homomorphisme fxy; dans (16.4.19.1) est locale-
ment inversible & gauche et en particulier injectif. De méme, lorsque le morphisme
Sfoj: X—>Z de (16.4.20) est lisse, Phomomorphisme de gauche dans (16.4.21.2) est
localement inversible & gauche et a fortiori injectif (17.2.5). Au chap. V, nous donnerons aussi
une variante, dans le cas des Modules sur les préschémas, des « modules d’imperfection »
étudiés dans (0, 20.6), et des suites exactes oul ils figurent.

(ii) Soient X un espace topologique, %/ un faisceau d’anneaux sur X et # une
&f-Algebre sur X. Alors il est clair que

U ~> P]'.!‘(U, B)T(U, o) (U ouvert dans X)

est un préfaisceau de I'(U, %)-algebres augmentées, donc le faisceau associé &y, , est une
#-Algebre augmentée. Dans le cas particulier out X est un préschéma, f=(¢, 0) : XS
un morphisme de préschémas, il résulte aisément de (16.4.16) et de l’exactitude
du foncteur 1_an que Pyq est canoniquement isomorphe & £ iy, Il s’ensuit que le
formalisme développé dans le présent paragraphe pourrait étre considéré comme un
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cas particulier d’un formalisme différentiel pour des espaces annelés munis d’un faisceau
d’algebres sur le faisceau structural. Cependant, nous n’avons pas voulu partir de ce
point de vue, moins intuitif et moins commode pour les applications. Il semble d’ailleurs
que, pour les diverses espeéces de « variétés », la construction « globale » des #" analogue
a celle que nous utilisons ici soit également mieux adaptée aux applications.

16.5. Faisceaux et fibrés tangents relatifs; dérivations.

(x6.5.1) Soit f=(¢,0) : X—+S un morphisme d’espaces annelés. Pour tout
Ox-Module &, on appelle S-dérivation (ou (X/S)-dérivation, ou f-dérivation) de Ox dans F
tout homomorphisme de faisceaux de groupes additifs D : Ox—F, vérifiant les conditions
suivantes :

a) pour tout ouvert V de X, et tout couple de sections (¢, ;) de 0y au-dessus
de V, on a

(16.5.1.1) D(t,t) = t,D(t,)+ D(t))t,;

b) pour tout ouvert V de X, toute section ¢ de @y au-dessus de V et toute section s
de Oy au-dessus d’un ouvert U de S tel que Vcf~(U), on a

(16.5.1.2) D((s|V)t)=(s| V)D(2).

Il est clair qu’il revient au méme de dire que pour tout x€X, I’homomorphisme
de groupes additifs D, : 0,—~F, est une Oy,-dérivation.

Une autre interprétation consiste a considérer la Ox-Algebre Do (F) égale
a 0gx®%, la structure d’Algébre étant définie par la condition que pour tout
ouvert V de X, le produit de deux sections de Oy (resp. d’une section de Ox et d’une
section de &) au-dessus de V est défini par la structure d’anneau de I'(V, Ox) (resp. la
structure de I'(V, Ox)-module sur I'(V, %)), et le produit de deux sections de &
au-dessus de V est pris égal a 0; alors, # est un Idéal de 2, (F), noyau de 'augmen-
tation canonique 4, (#)—>0x, et dire que D est une S-dérivation de Ox dans # signifie
que 1o, +D est un Og-homomorphisme &’ Algébres de Ox dans P (F), qui, composé avec
Paugmentation, donne Ig,.

Les S-dérivations de Oy dans & forment évidemment un I'(X, O)-module
Dérg(Ox, F).

Lorsque & =0y, une S-dérivation de Ox dans lui-méme est simplement appelée
une S-dérivation de Ox.

Proposition (16.5.2). — Sotent A un anneau, B une A-algébre, L un B-module ; on pose
S =Spec(A), X =S8pec(B), F =TL. Alors Papplication D~>T(D) qui, & toute S-dérivation D
de Ox dans F fait correspondre Uapplication T'(D) : t~>D(t) de B dans L, est un isomorphisme
de B-modules de Dérg(Ox, F) sur Dér,(B, L) (cf. (0, 20.1.2)).

Cela résulte aussitt de I'interprétation donnée ci-dessus des S-dérivations en termes
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d’homomorphismes d’Algebres, de I'interprétation analogue donnée dans (0, 20.1.6),
et de la correspondance canonique entre homomorphismes de Oy-Algébres et homo-
morphismes de B-algébres (I, 1.3.13 et 1.3.8).

Proposition (16.5.3). — Soit f=({,0) : X—S un morphisme de préschémas.

() La différentielle dyy: Ox—>Q%s (16.3.6) est une S-dérivation.

(i1) Pour tout Ox-Module %, Uapplication u~>uodyy est un isomorphisme  de
I'(X, Ox)-modules

(16.5.3.1) Homg, (@, F) = Dérg(0x, F).

L’assertion (i) a déja été notée (16.3.6). D’autre part, il est immédiat (en vertu
de (0, 20.4.8)) que u~>uody; est injectif, en considérant les restrictions a une fibre 0,
des deux membres et utilisant (16.4.16.2). Pour voir que P’homomorphisme (16.5.3.1)
est surjectif, considérons une S-dérivation D :0yx—>%; pour tout ouvert affine
V=_Spec(B) de X, tel que f(V) soit contenu dans un ouvert affine U=Spec(A) de S,
Dy:B—TI'(V, #) est une A-dérivation, donc il existe un unique B-homomorphisme
wy: Qpy > T(V, F) tel que Dy=uyody, (0,20.4.8); en outre 'unicité de uy montre
aussitot que pour tout ouvert affine WcV, on a uy=uy|W, donc les uy définissent
un homomorphisme de Ox-Modules u : Ox—%F répondant a la question.

(x6.5.4) Avec les notations de (16.5.1), pour tout ouvert U de X, Dérg(@,, % |U)
est un I'(U, @x)-module et il est clair que 'application U-~>Dérg(Cy, #|U) est un
préfaisceau; en fait, c’est méme un faisceau (donc un @Oyx-Module), en vertu de la
caractérisation ponctuelle des S-dérivations, vue en (16.5.1). Cet Ox-Module se note
Dérg(Ox, F) et est appelé faisceau des S-dérivations de Oy dans F, et ce qu’on vient de voir
s’exprime encore par le corollaire suivant :

Corollaire (16.5.5). — Pour tout Ox-Module F, I’ homomorphisme de Ox-Modules déduit
de u~>uodyy

(16.5.5.1) Home, (Qxg, F) — Dérg(Ox, F)

est bijectif.

Corollaire (16.5.6). — (i) St le morphisme f:X—S est localement de présentation
Sfinie et si F est un Ox-Module quasi-cohérent, alors Dérg(Ox, F) est un Ox-Module quasi-
cohérent.

(i1) St de plus S est localement noethérien et si F est cohérent, alors Dérg(Ox, F) est un
Ox-Module cohérent.

L’assertion (i) résulte de Pisomorphisme (16.5.5.1), de (16.4.22) et (I, 1.5.12);
Passertion (ii) résulte de (0;, 5.3.5)-

(x6.5.7) On pose

(16.5.7.1) Gy = Homg, (Rx; Ox) = Deérg(0y, Ox)

et on dit que C’est le faisceau des S-dérivations de O, ou encore le faisceau tangent de X relati-
vement & S : c’est donc le dual du Oy-Module 2. Si f est localement de présentation
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finie, G est un Ox-Module quasi-cohérent; si de plus S est localement noethérien,
®ys est cohérent (16.5.6).

(16.5.8) Supposons plus particuli¢rement que Q% soit un Ox-Module localement
libre (de rang fini) (ce qui sera le cas lorsque f est lisse (17.2.3)); alors Gxg est un
Ox-Module localement libre et a méme rang que %4 en chaque point. De fagon plus
précise, supposons que % soit de rang z en un point x; il y a alors n sections s; (1<i<n)
de Ox au-dessus d’'un voisinage affine U de x telles que les images canoniques des ds;
dans Q§/S®@xk(x) forment une base de ce k(x)-espace vectoriel; en vertu du lemme
de Nakayama, les germes (ds;),=d(s;), des ds; au point » forment une base du
0,-module (2%y),, donc, en restreignant U, on peut supposer que les ds; forment une
base du T'(U, Ox)-module T'(U, 2%). Alors le T'(U, 0x)-module T'(U, Gy;) est dual du

précédent; on note (D,),<;<, OU 2
= 05;) 1<isn
par (16.5.3), on a S=

(16.5.8.1) D,5;= (D, dsy = <£ ds,.> —35; (indice de Kronecker).

la base duale de (ds;);<;<,, de sorte que,

Toute I'(S, Og)-dérivation de la I'(S, Og)-algébre I'(U, 0f) s’écrit donc d’une seule
maniére
n n a

D: Za'-D"Z Eaia—&

i=1 i=1 i
oit les a; (1<i<n) sont des sections de O au-dessus de U. Pour toute section geI'(U, 0),
n
si 'on pose dg= 3 ¢ds;, on a ¢;=(D,,dgd>=D,g en vertu de (16.5.8.1), autrement
. i=1

dit
n n 9
(16.5.8.2) dg=3 (Dighds,= 3 5

— ds;.
1

(16.5.9) Soient D,, D, deux S-dérivations de Ox. Pour tout ouvert U de X,
si DY, DY sont les dérivations correspondantes de I’anneau I'(U, Ox), le crochet

[DY, Dy]=D{oDy'—D; oD}
est aussi une dérivation de cet anneau, donc le {’(0g)-endomorphisme de Oy
(x6.5.9.1) [Dy, Dy]=DyoDy—DyoD,

est encore une S-dérivation; comme on vérifie aussitot que ce crochet vérifie I'identité
de Jacobi, on voit qu'on a ainsi défini sur Dérg(0x, O) une structure de I'(S, Og)-algébre
de Lie. Comme la définition de cette structure commute & la restriction & un ouvert
de X, on voit que G est canoniquement muni d’une structure de {(0g)-Algébre de Lie.
On notera que 'application (Dy, D,) — [Dy, Dy] n’est pas U (X, Ox)-bilinéaire.

(x6.5.10) Pour tout changement de base g:S'—S, sil’on pose X'=XxgS’,
on a vu (16.4.5) que 'on a un isomorphisme canonique

(x6.5.10.1) Qs®sS = Qs
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d’ott Pon déduit, en vertu de (16.5.10.1), un homomorphisme canonique (Bourbaki,
Alg., chap. II, ge éd., § 5, n° 3)

(16.5.10.2) ®X/s®mswsl ——)(le/sl

qui en général n’est ni injectif ni surjectif. Toutefois :

Proposition (16.5.11). — (1) Si g:S'—>S est un morphisme plat et si f est localement
de type fini (resp. localement de présentation finie), I’homomorphisme (16.5.10.2) est injectif
(resp. bijectif).

(ii) 87 Q% est un Ox-Module localement libre de type fini, I homomorphisme (16.5.10.2)
est bijectif.

En effet, ’assertion (ii) résulte de Bourbaki, Alg., chap. II, ge éd., § 5, n° 3, prop. 7.
L’assertion (i) résulte de méme de Bourbaki, Alg. comm., chap. I, § 2, n® 10, prop. 11
et du fait que si f est localement de type fini (resp. localement de présentation finie),
Q%5 est un Ox-Module de type fini (resp. de présentation finie) ((16.3.9) et (16.4.22)).

(x6.5.x2) Puisque Q%4 est un Ox-Module quasi-cohérent, on peut considérer le
fibré vectoriel sur X défini par Q% (I, 1.7.8)

(16.5.12.1) Txs =V (Qxs)

qu'on appelle fibré tangent de X relativement @ S. On a donc une bijection canonique

(IL 1.7.9) -
r (Tx/s/ S) — Hom@X(Q}qs, Ox)=T (X, (5X/s)

par définition de Gxjg, et on peut dans cet isomorphisme remplacer X par un ouvert
quelconque U de X; on peut donc dire que le faisceau tangent de X relativement a S est
isomorphe au faisceau des germes de S-sections du fibré tangent de X relativement & S.
Si f:X->Y est un S-morphisme, on a vu (16.4.19) qu'on a un homomorphisme
canonique fyys tf (2%5) > ce qui donne, compte tenu de ce que

V(f*(.Q§/S))=V(Q§,S)><YX M, 1.7.11),

un X-morphisme Tyjg(f) : Txg = TysXyX. Si g:Y—>Z est un second S-morphisme,

on a Tyg(gof) = (Tys(g) X 1x)oTxs(f) (0, 20.5.4.1).
Il résulte de (16.5.10.1) et de (II, 1.7.11) que pour tout changement de base
g:5'—S, on a un isomorphisme canonique

(16.5.12.2) TX’/S’ :TX/SXSSI:TX/SXXX”
(16.5.13) Pour tout point xeX, on appelle espace tangent & X au point x (relati-

vement & S) Pensemble des points de la fibre TygXxSpec(k(x)) rationnels sur k(x), donc
I’ensemble

(16 -5. I3 . I) TX/S(JC) B Homk(z)<9;(/s®@x k(x), k(x))

qui est le dual du k(x)-espace vectoriel Qp o /M. Q% .. Lorsque Qy g est un Ox-Module
de type fini, Tx;5(x) est donc un espace vectoriel de rang fini sur k(x), et pour tout chan-
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gement de base g:S'—S5, et tout point ¥'eX’'=X X ¢S’ au-dessus de x, on a un isomor-
phisme canonique

(16.5.13.2) Tyyg (*') = Txp(%) O ().

Si x est rationnel sur k(s), o s=f(x) (de sorte que k(s)~>k(x) estunisomorphisme),
il résulte de (16.4.13) que 'on a un isomorphisme canonique

(16.5.13.3) TX/S(x) = TX;Ik(s)(x) = Homk(s)(m;/mfa Kk(s))

ou my, est 'idéal maximal de Oy, ,= 0Ox ,/m,0x ,. Dans le cas ou S est le spectre d’'un
corps k, on retrouve ainsi la définition de Zariski de ’espace tangent en un point xeX
rationnel sur k, comme dual de m,/mZ.

Soit Y un second S-préschéma et soit g:Y—X un S-morphisme; on a alors un
homomorphisme canonique de Oy-Modules (16.4.19)

(x6.5.13.4) 8yxss ¢ g'(-Q%/s) g 9%{/3-
Notons maintenant que si yeY et x=g(»), on a
g (%) ®o, k()= (2%s ®o, k(%)) k()
et par suite, si Q% est un Oyx-Module de type fini, on peut identifier

HOmk(y) (g‘(Q %{/S) ®0Y k()' ) ’ k(.y ) )

a Tys(x)®yyk(y). On déduit donc alors de ’homomorphisme (16.5.13.4) un homo-
morphisme de k(p)-espaces vectoriels

(x6.5.13.5) T, (8) : Ty() = Txys(%) e ()

dit application linéaire tangente @ g au point y. Lorsque y est rationnel sur k(s), on peut iden-
tifier k(s), k(y) et k(x) et T,(g) est alors un homomorphisme de k(s)-espaces vectoriels
Tygs(y) > Txe(x); on notera d’ailleurs que dans ce cas, g'(Q§,8)®@Yk( ) s’identifie
a Q§(/S®@xk(x), et ’homomorphisme précédent est donc défini sans aucune condition
de finitude sur Q%4 et n’est autre que ’homomorphisme Tyg(g) (16.5.12) restreint a
la fibre au point y de Ty.

(x6.5.14) L’interprétation des dérivations d’une A-algébre B dans un B-module L,
donnée dans (0, 20.1.1), se traduit dans le langage des préschémas de la fagon suivante.

Considérons deux morphismes de préschémas f:X-—>S, g: Y-S, et un sous-
préschéma fermé Y, de Y défini par un Idéal de carré nul ¢ de Oy (de sorte que Y et Y,
ont méme espace topologique sous-jacent). Supposons donné un S-morphisme #,:Y,—>X,
de sorte qu'on a un diagramme commutatif

X <Y,

(16.5.14.1) fl ““ li
S «— Y

g
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et proposons-nous de chercher s’il existe des S-morphismes u:Y—>X tels que uy=uoj
(autrement dit, s’il est possible de compléter le diagramme précédent par la fleche
pointillée u, de fagon & le laisser commutatif).

Pour cela, considérons un ouvert affine U ==Spec(C) de Y; son image réci-
proque j~'(U) est l'ouvert affine Uy=Spec(C/L), ot L=T(U, #), idéal de carré nul
dans C; nous supposerons U assez petit pour que #,(U,) soit contenu dans un ouvert affine
V =3_8pec(B) de X, et g(U)=f(4y(U,)) contenu dans un ouvert affine W = Spec(A)
de S, de sorte que B et C sont des A-algébres et que u,| U, correspond a4 un A-homo-
morphisme ¢ de B dans C/8; soit P(U,) ’ensemble des restrictions | U des homomor-
phismes cherchés, qui correspondent canoniquement aux A-homomorphismes d’algébres
¢ :B—>C tels que le composé B 5C-> G/ soit égal @ §. On sait donc (0, 20.1.1) que
P’ensemble de ces homomorphismes est vide ou de la forme ¢, + Dér, (B, 2); lorsque P(U,)
n’est pas vide, le groupe additif Dér,(B, €) opére par addition dans P(U,), qui est donc
un espace affine pour le groupe additif Dér, (B, &) (ou encore un espace homogéne principal
(ou torseur) sous Dér,(B, 8)).

Remarquons maintenant que, puisque £ est muni d’une structure de B-module
au moyen de {, on a un isomorphisme v~>vody, de Homg(Qf,, L) sur Dér,(B, 8)
(0, 20.4.8). D’ailleurs, comme £ est de carré nul, donc un (C/8)-module, tout
B-homomorphisme »: Qf,—~8 peut étre considéré comme un (C/L)-homomorphisme
Qp4®5(C/8)—>L. Comme ¢ est de carré nul, il peut étre considéré comme un
Oy,-Module quasi-cohérent; introduisons le 0y-Module

(16.5.14.2) G = Hom(uy (), F);
il résulte alors du fait que Qp,=T(V,Q2%g) (16.3.7) que Plon peut écrire
Dér,(B, &) =T'(U,, %).

Comme P(U,) est défini comme ensemble de S-morphismes U->X, il est clair
que Uy~>P(U,) est un faisceau d’ensembles # sur Y,. Utilisons ce fait pour prouver que
Papplication £ : T (U,, 9) xP(U,) - P(U,) définissant la structure de torseur sur

P(U,) est aussi indépendante du choix de V et W, et en outre que, si U'cU est
un sccond ouvert affine de Y, Uj son image réciproque dans Y,, le diagramme

I'(Uy, %) X P(Uy) —> P(Uy)

(16.5.14.3)

I'(Ug, 9) xP(Ug) —> P(Uy)

est commutatif {les fleches verticales étant les opérateurs de restriction). En vertu de la
remarque précédente, on est ramené a prouver la commutativité du diagramme précédent
lorsque 4 est défini comme ci-dessus & partir des orverts affines V, W et 4’ 4 partir d’ouverts
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affines V'€V et W cW. Mais en vertu de la description précédente de 4, cela résulte
de la commutativité du diagramme (0, 20.5.4.2).

Les applications I'(U,, 4)xP(U,)—>P(U,) définissent donc un homomorphisme
de faisceaux d’ensembles m: G XP —>P tel que, pour tout ouvert U, pour lequel
LUy, )0, my,: T'(Uy, 9)xT'(Uy, Z)—=T'(U,, #) soit une loi externe définissant
sur I'(Uy, &) une structure de torseur sous le groupe I'(Uy, %).

(x6.5.15) D’une fagon générale, lorsqu’on se donne sur un espace topologique Z
un faisceau d’ensembles Z, un faisceau de groupes % (non nécessairement commutatif)
et un homomorphisme de faisceaux d’ensembles m: ¥ xZ—>Z tel que, pour tout
ouvert UcZ tel que T'(U, 2)%0, my: I'(U, 9)xI'(U, Z) - I'(U, &) fasse de I'(U, 2)
un forseur sous le groupe I'(U, %), on dit que £ est un pseudo-torseur (ou faisceau
formellement principal homogéne) sous le faisceau de groupes ¥. On dit que & est un torseur (ou
Saisceau principal homogéne) sous 4 si de plus I'(U, Z)+ 0 pour tout ouvert U0 d’une
base convenable de la topologie de Z.

Pour la théorie générale des torseurs, nous renvoyons a [42]; nous nous bor-
nerons ici a4 rappeler la correspondance canonique entre les classes d’isomorphie de ces
torseurs (pour un ¥ donné) et les éléments de l’ensemble de cohomologie HY(Z, 9).
Considérons en effet un torseur & sous ¥ et un recouvrement ouvert (U,) de Z
tel que I'(U,, #)+0 pour tout A; désignons par p, un élément de T'(U,, £).
Pour tout couple d’indices 2, p tel que U,nU,+0, il existe alors un élément
et un seul v,, de T'(UynU,, ) tel que v,,.(4,|UynU,)=p,|U,nU,; en outre,
si A, @, v sont trois indices tels que U,nU,nU,+0, les restrictions v;,, Y,
Y d€ Yaw Yuw T @ UanU,nU, vérifient la condition vj,=+vj},v,,; autrement
dit (A, p)~>yy, est un 1-cocycle du recouvrement (U,) a valeurs dans ¢. Si, pour tout 2,
p5 est un second élément de I'(U,, &), il existe un élément et un seul B,eI’(U,, ¥9)
tel que py=B,.p,, et le 1-cocycle (yj,) correspondant a la famille (p}) est donné
par y3,= B8, autrement dit, est cokomologue & (y,,). Inversement, la donnée
d’un 1-cocycle (y,,) définit, pour tout couple (A, w), un automorphisme 6,, du faisceau
d’ensembles 4\U,nU,, savoir la translation a droite par v,,, et le fait qu’il s’agisse
d’un cocycle montre que Pon peut recoller les faisceaux d’ensembles | U, 'a laide des
automorphismes 6,, (0;, 3.3.1); on obtient ainsi de fagon évidente un torseur sous
&, soit Z, et si 'on prend pour p, la section unité au-dessus de U,, le 1-cocycle
correspondant n’est autre que le 1-cocycle donné (v,,); en outre, si 'on remplace (y,,)
par un 1-cocycle v, =8;75,B," qui lui est cohomologue, on vérifie aussitot que le
torseur obtenu est isomorphe a Z.

En particulier, si (y,,) est un 1-cobord, autrement dit de la forme v,,=8,8;", le
torseur obtenu & est isomorphe @ ¥ (considéré comme torseur sous lui-méme pour les
translations & gauche); on dit dans ce cas que & est trivial, et la réciproque est évidente.

Plus particuliérement, il résulte de (III, 1.9.1) que l'on a :

Proposition (16.5.16). — Soient Z un schéma affine, ¥ un Oy-Module quasi-cohérent ;
alors tout torseur sous 9 est trivial.

33



34 A. GROTHENDIECK Chap. IV

Revenant au probléme considéré en (16.5.13), on obtient donc :

Proposition (16.5.17). — Sotent X, Y deux S-préschémas, Y, un sous-préschéma fermé
de Y défini par un Idéal quasi-cohérent ¢ de Oy tel que #*=o0, j: Y,~>Y Dinjection canonique.
Soit uy: Yo—>X un S-morphisme, et P le faisceau d’ensembles sur Y tel que, pour tout ouvert U
de Y, T'(U, ) soit Pensemble des S-morphismes u:U—X tels que uy|Ug=uo(j|U,), oi
U,=j"Y(U). Adlors il existe sur P une structure de pseudo-torseur sous le Oy-Module
?:.ﬁ%m@n(u;(gkls), F)-

En particulier :

Corollaire (16.5.18). — Avec les notations de (16.5.16), supposons Y affine et Q%
de présentation finie, s’il existe un recouvrement ouvert (U,) de Y, et, pour chaque indice «, un
S-morphisme v, : U,—X tel que, si US=;"YU,), on ait v,0(j|U%)=uy|US, alors il
existe un S-morphisme u 1Y —>X tel que uoj=u,.

En effet, 4 est alors un Oy-Module quasi-cohérent (I, 1.3.12); en vertu
de (16.5.16) et du fait que Y, est alors affine, le faisceau &, qui est par hypothése
un torseur sous ¥, et non seulement un pseudo-torseur, est frivial; mais si w est un
isomorphisme de & sur & (en tant que torseurs sous ), I'image par w de la section o
de ¥ est le S-morphisme u« cherché.

16.6. Faisceaux de p-différentielles et différentielle extérieure.

(x6.6.1) Soit f: X—S un morphisme de préschémas. On appelle faisceau des
b-différentielles de X relativement @ S (p entier) la puissance extérieure p-éme (0f, 4.1.5) du
Ox-Module Q%, notée

)
(x6.6.1.1) Qs =N (s)-

On a donc Q%5=0x, et Q%s=o0 pour p<o; les D%, sont les composants homogénes
de I’Algebre extéricure sur Qg

(4
(x6.6.1.2) QX/szA(Q§/s)= /\(Qk/s)’

pEL
qui est donc une Ox-Algebre graduée quasi-cohérente, anticommutative et dont les
éléments de degré 1 sont de carré nul. Pour tout ouvert affine U de X, on a
(U, 2%5) =N (T(U, Q%g)), ot I'(U, Q%) est considéré comme I'(U, Ox)-module.

Lorsque S=Spec(A) et X ==Spec(B) sont affines, B étant donc une A-algebre,
on a (0}, 4.1.5) %s=(QF,)~, en posant Q§IA=})\Q}3,A.

Théoréme (16.6.2). — Il existe un endomorphisme et un seul d du faisceau de groupes
additifs Q% g, apant les propriétés suivantes :

(i) dod=o.

(ii) Pour tout ouvert U de X et toute section fel'(U, Ox), on a df =dxyf.
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(iii) Pour tout ouvert U de X, tout couple d’entiers p, q et tout couple de sections
wpel'(U, %), ' eT(U, 2), on a

(16.6.2.1) d(eopnel) = (dap) Aol +(—1)Pw) A do!.

En outre, d est un endomorphisme de *(Ox)-Modules gradués, de degré +1.

Supposons prouvée I’existence de I’endomorphisme d. Pour tout ouvert affine U de X,
toute section de Q% au-dessus de U est (en vertu de (i)) combinaison linéaire d’un
nombre fini d’éléments de la forme g(df;rdfyA ... Adf,), ou g et les f; sont de sections
de O au-dessus de U (0, 20.4.7). Les conditions (i) et (iii) montrent alors, par récurrence
sur p, que 'on a nécessairement

(16.6.2.2) d(g(dfindfon ... ndf,))=dgndfindfyA ... ndf,.

Cela prouve donc l'unicité de d et la derniére assertion du théoréme. En vertu de cette
propriété d’unicité, pour démontrer 'existence de 4, on peut se borner au cas ou
S =Spec(A) et X =Spec(B) sont affines. Or (Bourbaki, Alg., chap. III, g€ éd., § 10)
pour définir une A-antidérivation D de degré + 1 d’une algebre extérieure A(M)
(ot M est un B-module et B une A-algébre), cette antidérivation prenant ses valeurs

dans une A-algébre graduée anticommutative C:néocn, dont les éléments de degré 1
sont de carré nul, il suffit de se donner arbitrairement une A-dérivation D, de B dans C,
et un A-homomorphisme D; de M dans C,; il existe alors une A-antidérivation D et
une seule de A(M) dans C coincidant avec D, dans B et avec D; dans M.

Dans le cas actuel, D, est nécessairement égal a dy;, en vertu de (ii); tout revient
a voir, compte tenu de (16.6.2.2), qu’il y 2 un A-homomorphisme u de Q}, dans Q% ,
tel que I'on ait

(16.6.2.3) u(g.df)=dgndf

quels que soient f, g dans A; il suffira pour cela de montrer qu’il existe un A-homomor-
phisme »:B®,Qf, — Qf, tel que

(16.6.2.4) v(g.o)=dgAw

o~

pour geB et weQf,. Finalement, comme Qf, =3J/F (o4 J=3Jy, est le noyau
de ’homomorphisme canonique B®,B->B) et que Qf, est engendré par les éléments
de la forme g.df, il suffit de définir un A-homomorphisme w :B®,(B®,B) > Q%,
tel que

(16.6.2.5) w(g'®g® f)=dg A(g.df)

et tel que w soit nul dans l'image de B®,J% Or, comme le second membre
de (16.6.2.5) est A-trilinéaire en g’, g, f, Pexistence de w vérifiant (16.6.2.5) est
immédiate. Comme, d’autre part, J est engendré par les éléments 1®x—x®1 (xeB),
on est ramené a vérifier que lorsque 2 =(1®x—x®1)(1®y— y®1), on a w(g' ®z)=o.
Or, comme z=10(xp)+ (xy)@1—x®y— y®x, la formule (16.6.2.4) montre qu’il

2
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suffit de voir que I'on a d(xy)—=x.dy— y.dx=o0, ce qui exprime que d est une dérivation.

Il reste & prouver que d vérifie la condition (i). Or, le carré d’une antidérivation
est une dérivation (Bourbaki, loc. ¢it.), et comme Qp;, est engendré par Qf, comme
B-algebre, il suffit de vérifier que d(dz)=o0 pour zeB et z2eQy,; dans le premier cas,
cela résulte de la formule (16.6.2.3) avec g==1; dans le second, on peut se borner au
cas o z=g.df avec f, g dans B, et alors, en vertu de (16.6.2.1) et (16.6.2.3), on a

d(d(g.df)) = d(dg ndf ) =(d(dg)) A (df ) —(dg) A (d(df)) =o. C.Q.F.D.

Définition (16.6.3). — Lantidérivation d définie dans (16.6.2) (aussi notée dy) est
appelée différentielle extérieure sur X (relativement a S).

Proposition (16.6.4). — Pour tout changement de base g : S’ —S, st on pose X'=X xS/,
> homomorphisme canonique

(16.6.4.1) Qxs®S" - Q%e

déduit de Uisomorphisme (16.5.9.1) est bijectif. En outre, si s est une section de 5 au-dessus
d’un ouvert U de X, s®1 son image réciproque, section de Qx5 au-dessus de I'image réciproque U’
de U dans X', on a dy,g(s®1)=dx;s(s)®1.

La premiére assertion est immédiate, la formation de lalgébre extérieure d’un
module permutant avec toute extension de I’anneau des scalaires. Pour prouver la
seconde, on peut, en vertu de (16.6.2.2), se borner au cas ot seI'(U, O), et dans ce
cas Passertion a déja été prouvée (16.4.3.7).

(16.6.5) Supposons que % soit un Ox-Module localement libre de rang n en
un point x, de sorte qu’il y a n sections s5,€I'(U, Ox) telles que les ds; forment une
base du I'(U, 0x)-module I'(U, Q%) (16.5.8). Alors, pour tout entier p>1, les
p-différentielles ds; Ads;, A ... A dsiﬁ (pour ¢ <z,<...<4i,, €éléments de [1,n]) forment

une base de (;) éléments de I'(U, Q%) sur T'(U, k). En outre la formule (16.6.2.2)

montre que pour toute section geI'(U, 0%), on a
., 08

(16.6.5.1) d(g.ds; Ndsg A ... /\dsi’)ZE(——-I) és—kds"ll\ coonds NdsAads AN ds
ol, au second membre, £ parcourt I’ensemble des n—p indices distincts des ¢, 7, étant
le plus grand indice <&.

On notera que la relation d(dg)=o0 pour toute section geI'(U, C) s’exprime
sous la forme

D;(D;¢) = D;(D;g) pour i+J;

autrement dit, les dérivations D, définies dans (16.5.7) sont deux & deux permutables.

16.7. Les Z%4(F).

(x6.7.1) Soient f:X-—>S un morphisme de préschémas, &# un @y-Module.
Désignons par X(A”} le n-éme voisinage infinitésimal de X pour le morphisme diagonal
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A XX XgX, par h,: X‘A‘}—» X XgX le morphisme canonique (16.1.2), et consi-
dérons les deux morphismes composés

h hn
P XD I XX 5K, X B XX B X

de sorte que, par définition, p correspond 4 ’homomorphisme de faisceaux d’anneaux
Ox—~P%s que nous avons choisi pour définir la structure de Ox-Algébre sur P54 (16.3.5),
et p¥ & ’homomorphisme de faisceaux d’anneaux dyis i Ox—P%;s (16.3.6). Comme
Xg‘} et X ont méme espace sous-jacent, on peut écrire

| (16.7.1.1) Pis= ("), ((£5)"(Ox)).
Plus généralement, nous poserons
(x6.7.1.2) Ps(F)= (1), (£8")"(F))

de sorte que Pyg=P35(0x); par définition, Px(F) est donc un Ox-Module.

(x6.7.2) Si 'on revient aux définitions des images réciproques de Modules sur
les espaces annelés (07, 4.3.1) et que 'on tienne compte de ce que X(A”} et X ont méme
espace sous-jacent, on voit que l'on peut aussi écrire la définition (16.7.1.2) sous la
forme

(16.7.2.1) Pps(F) =Py @0, F

mais ou il faut prendre garde que, dans Pinterprétation du signe ®, % ¢ est muni de sa
structure de Ox-Module définie par I’homomorphisme de faisceaux d’anneaux dyj : Ox—Px.
Il résulte aussitét de cette formule (ou directement de (16.7.1.2)) que Px(F) est
canoniquement muni d’une structure de &y - Module.

Proposition (16.7.3). — (i) Le foncteur F>P35(F) de la catégorie des Ox-Modules
dans celle des Py g-Modules est exact & droite, et commute aux limites inductives quelconques ;
il est exact lorsque Py g est un Ox-Module plat.

(i) St F est un Ox-Module quasi-cohérent (resp. de type fini, resp. de présentation finie),
Px(F) est un Py g-Module quasi-cohérent (resp. de type fini, resp. de présentation finie).

Les assertions de (i) résultent aussitét de la formule (16.7.2.1) et de la consi-
dération de la symétrie de P5 ¢ (16.3.4). Les assertions de (ii) découlent de Pexactitude
a droite du foncteur F->Py5(F).

(x6.7.4) Les deux structures de Ox-Module de 2% définissent sur Pxg(F)
deux structures de Ox-Module, d’ailleurs permutables, donc une structure de Ox-Bimodule.
Il est commode de noter d gauche celle de ces structures provenant de ’homomorphisme
structural Ox—+>Z% ¢ (choisi dans (16.3.5)) et a droite celle provenant de ’homomor-
phisme dy;g: Ox—>P%5. Autrement dit, pour tout ouvert U de X, et tout triplet
d’éléments aeT'(U, Ox), bel'(U, #35), teT(U, F), on a par définition

(16.7.4.1) ab®1)=(ab)®t,  (b®t)a= (b.d"0)®t=b® (at)=(d"a).(b®1).

La structure de Ox-Module provenant de la définition (16.7.1.2) est donc, avec ces
conventions, la structure de Ox-Module a gauche. ‘
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Si # est un Ox-Module quasi-cohérent, il en est de méme de #%,4(F) pour 'une
ou l'autre de ses structures de Ox-Module. Si de plus & est de type fini (resp. de présen-
tation finie) et f: X—S localement de type fini (resp. localement de présentation
finie), P%5(F) est (pour 'une ou l'autre de ses structures de Ox-Module) de type fini
(resp. de présentation finie), comme il résulte de (16.3.9) et de (16.4.22).

(x6.7.5) La définition (16.7.2.1) entraine I'existence d’un homomorphisme de
faisceaux de groupes commutatifs

(16.7.5.1) dys, &+ F = Py(F) (aussi noté dg)

tel qu’avec les notations de (16.7.4), on ait

(x6.7.5.2) dyg, # () =101

et par suite, en vertu de (16.7.4.1)

(16.7.5.3) dyis, #(at)=(18t)a=(dxg (1)) .a
(x6.7.5.4) A, 7 (at) = (d35(@)) - (1@©1) = (dx,5(a)) (s, # (1))

Il est donc Ox-linéaire pour la structure de Ox-Module d droite sur P3(F), et semi-
linéaire (relativement a lautomorphisme ¢ (16.3.4)) pour la structure de Ox-Module
a gauche.

Proposition (16.7.6). — Le Ox-Module a gauche Py 5(F) est engendré par Pimage de F
par Phomomorphisme canonique dyjg & .

Cela résulte aussitdt de (16.7.5.3) et du cas particulier correspondant & % =0y
(16.3.8).

(x6.7.7) Les homomorphismes canoniques de faisceaux d’anneaux

Prm * PR3 > Pxps

pour n<m (16.1.2) définissent, en vertu de (16.7.2.1) des homomorphismes canoniques

P\ F) > Pxp(F)  (n<m)

qui sont des homomorphismes de Ox-Bimodules en vertu de (16.1.6) et (16.7.4.1);
en outre on a des diagrammes commutatifs

P3p(F) —> Pxp(F)

axs, ;\ /dg(/s,f
F

On a donc ainsi un systéme projectif de Ox-Bimodules (#%5(#)), et 'on pose
(16.7.7.1) Pxs(F) = lUm Py (F).

En outre, ce qui précéde montre que les homomorphismes (16.7.5.1) forment un systéme
projectif d’homomorphismes, et définissent donc un homomorphisme canonique

(x6.7.7.2) dﬁs’gzﬁ—)‘(@;&s(g).
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(x6.7.8) Soient &, ¥ deux Ox-Modules; il résulte aussit6t de la définition
(16.7.2.1) que Ton a un isomorphisme canonique de P%g-Modules

(16.7.8.1) Pxs(F ®p %) 3?;'(/5(,0/") ®pn Piis(9)

X/s
(Bourbaki, Alg., chap. II, g¢ éd., § 5, n° 1, prop. 3).

On en conclut en particulier (ou I'on voit directement sur la définition (16.7.2.1))
que si & est muni d’une structure de Ox-Algébre (non nécessairement associative),
P%is(F) est canoniquement muni d’une structure de Pygq-Algebre; cette derniére est
associative (resp. commutative, resp. unitaire, resp. une Algébre de Lie) lorsqu’il en est
ainsi de #. En outre les homomorphismes canoniques #%4(F) — P%,4(F) pour n<m
(16.7.7) sont alors des di-homomorphismes d’Algebres; de méme (16.7.5.1) est alors
un homomorphisme de Ox-Algebres lorsque P3s(F#) est muni de sa structure de
Ox-Algebre provenant de sa structure de Ox-Module & droite.

Avec les mémes notations, on a également un homomorphisme canonique de
P%5-Modules

(16.7.8.2) P Home (F, G)) — Homgr (Pxs(F), Pis(9))

(Bourbaki, 4lg., 3¢ éd., § 5, n° 3), qui est bijectif lorsque 2% est un Ox-Module localement
libre de type fini (loc. cit., prop. 7).

(x6.7.9) Supposons qu’on soit dans la situation décrite dans (16.4.1); alors,
de ’homomorphisme canonique P"(u) (16.4.3.3), on déduit aussitét un homomorphisme
canonique de Oy,-Bimodules

(16.7.9.1) W (Pys(F)) = Py (0(F)).

Nous laissons au lecteur le soin d’étendre a4 cet homomorphisme les propriétés vues
dans (16.4) pour le cas F = 0.

Remarque (16.7.10). — La définition de #35(F) sous la forme (16.7.1.2) garde
un sens lorsque & est un faisceau d’ensembles quelconque ('image réciproque d’un faisceau
d’ensembles par p” étant définie dans (0, §.7.1)); une variante de cette définition
permet de définir le « schéma des jets » (relativement a S) d’un X-préschéma quelconque.

16.8. Opérateurs différentiels (1).

Définition (16.8.1). — Sotent f=({, 0) : X—>S un morphisme de préschémas, F, G deux
Ox-Modules, n un entier >o0. On dit quun homomorphisme de faisceaux de groupes additifs
D : F G estun opérateur différentiel d’ordre <n (relativement a S) s’il existe un homomorphisme
de Ox-Modules u : Pys(F)—>G (ot Pyig(F) est muni de sa structure de Ox-Module a gauche
(16.7.4)) tel que Pon ait D =uodyy 4.

Il est clair, en vertu de Pexistence des homomorphismes canoniques

gﬁ/s(g’-) ég;(/s(f)

(*) Pour un formalisme plus général, voir I’Exposé VII de [42] (dd A P. Gabriel).
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pour n<m (16.7.7) qu'un opérateur différentiel d’ordre <7 est aussi un opérateur
différentiel d’ordre <m pour tout m>n. Si D:F —>% est un opérateur différentiel
d’ordre <n, alors, pour tout ouvert U de X, D|U: F|U—%|U est aussi un opéra-
teur différentiel d’ordre <n.

On dit qu'un homomorphisme D : % —% des faisceaux de groupes additifs sous-
jacents & & et & 9 est un opérateur différentiel (relativement 2 S) si, pour tout xeX, il existe
un voisinage ouvert U de x et un entier n>o0 tels que D|U: % |U—-¥%|U soit un
opérateur différentiel d’ordre <n. L’ordre d’un opérateur différentiel D : F —%F est
la borne inférieure des entiers n tels que .D soit un opérateur différentiel d’ordre <z (et
donc 4o §’il n’y a pas de tels entiers) ; cet ordre est toujours fini si X est quasi-compact.
Les opérateurs différentiels d’ordre o ne sont autres que les homomorphismes de
Ox-Modules F —%; on convient que tout opérateur différentiel d’ordre <o est nul. Pour
nzo, un opérateur différentiel n’est pas en général un homomorphisme de Ox-Modules
mais est toujours un homomorphisme de ¢*(0g)-Modules.

Lorsque & =0y, un opérateur différentiel d’ordre <1 de Oy dans & s’écrit d’une
seule maniére sous la forme v+ D, ou v: Ox—% est un Ogx-homomorphisme, et D une
S-dérivation (16.5.1) de Ox dans & : cela résulte de la structure de Py, (0, 20.4.8).

(x6.8.2) Pour décrire de fagon plus explicite un opérateur différentiel d’ordre <,
D : # %, il suffit, pour tout ouvert affine U de X, dont "image dans S est contenue
dans un ouvert affine V, de caractériser ’homomorphisme D =Dy : I'(U, #) ->TI'(U, 9).
Si Pon pose TI'(V, 0 =A, I'(U, Ox)=B, de sorte que B est une A-algebre, on a
I'(U, %) = (B®, B)/3"*!, ou l'on a posé pour abréger J=3J,. Posons en outre
M=I'(U,%#),N=T(U, ¥9); alorsla définition de D signifie que pour chaque couple (U, V)

vérifiant les conditions précédentes, le A-homomorphisme D : M—N se factorise en
M->((B®,B)/3"+")®; M >N

ou la premiére fleche est ’homomorphisme canonique ¢ >1®¢, et v est un B-homo-
morphisme, la structure de B-module de ((B®,B)/3"*')®; M provenant du premier
facteur B(alors qu’on rappelle que dans la formation du produit tensoriel sur B, la structure
de B-module de (B®,B)/J"*' provient du second facteur B). Notons maintenant que
le B-module ((B®,B)/3""")®; M est isomorphe 2 (B®, M)/3""!(B®, M), ou B® M
est considéré comme (B®, B)-module et sa structure de B-module provient de I’homo-
morphisme 5-~>b6®1 de B dans B®,B. Soit alors D’ le B-homomorphisme de B®, M
dans N tel que D'(6®¢) =5D(£); la condition de factorisation sur D s’exprime encore en
disant que D’ doit étre nul dans le B-module J"*'(B®, M).

(16.8.3) Il est clair que ’ensemble des opérateurs différentiels d’ordre <n de &
dans ¢ est un groupe additif, noté Diffg4(#, ¢); lorsque F =% =0y, on écrit aussi
Diffg,g au lieu de Diffgs(0, Ox).

On a vu (16.8.1) que I'on a pour deux ouverts UdV de X, un homomorphisme
canonique de restriction

Diffyg(# | U, |U) — Diffys(F|V, 4| V)
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donc U~>Difffs(F|U, ¢|U) est un préfaisceau de groupes additifs; en fait c’est méme
un faisceau, car pour U ouvert variable dans X, les homomorphismes u~>uodgg 5y sont
des isomorphismes de groupes additifs

(x6.8.3.1) Hom,, (#35(F|U), ¢|U) 3 Diffys(#| U, %|U),

en vertu du fait que 'image de # par dy;g 5 engendre P%5(#) (16.7.6). On note ce
faisceau Ziffx;s(F, %), et on a donc :

Proposition (16.8.4). — Les isomorphismes (16.8.9.1) définissent un isomorphisme de
Saisceaux de groupes additifs

(16.8.4.1) Home (Pxis(F), F) 3 2if2s(F, D).

Lorsque F =% =0, on écrit aussi Diffgg au lieu de Zifffs(0x, Ox); il résulte de
(16.8.4) que Ziffy;s s’identifie canoniquement au dual du Ox-Module P%g; aussi
écrit-on (¢, D) au lieu de u(f) si ¢ est une section de &% au-dessus d’un ouvert et
si u est ’homomorphisme de %% ;5 dans O correspondant a D.

(x6.8.5) Puisque Z%5(F) est muni d’une structure de Ox-Bimodule (16.7.4),
on en déduit canoniquement une structure de Ox-Bimodule sur Hom, (Pxs(F), %),
donc aussi sur Ziffgs(#, ) en vertu de (16.8.4.1). De fagon précise, a la structure
de Ox-Module 4 gauche de Z%5(F) correspond, en vertu de la définition (16.8.1),
la structure de Ox-Module & gauche sur Diffg(F, ¢) explicitée comme suit : pour tout
ouvert U de X, toute section aeI'(U, Ox) et tout opérateur différentiel D : #|U - ¢|U,
aD est Vopérateur différentiel qui, & toute section teI'(U, %), fait correspondre la
section

(16.8.5.1) (aD) (t)=a(D())

de T'(U, ¢). De méme, a la structure de Ox-Module & droite de #%4(F) correspond
la structure de Ox-Module a droite sur Ziff%s(F, ¢) explicitée comme suit : avec les
mémes notations que ci-dessus, Da est 'opérateur différentiel qui, a teI'(U, &), fait
correspondre la section

(16.8.5.2) (Da)(t) = D(at).

Proposition (16.8.6). — St f: X—>S est un morphisme localement de présentation finie,
F un Ox-Module quasi-cohérent de présentation finie et G un Ox-Module quasi-cohérent, alors
DiffRis(F, G) est un Ox-Module quasi-cohérent pour Pune ou I autre structure définies dans (16.8.5).

La proposition résulte de ce que, sous les hypothéses faites, P%;(F) est un
0Ox-Module quasi-cohérent de présentation finie (16.7.4), et de (I, 1.3.12).

(x6.8.7) L’ensemble des opérateurs différentiels de & dans ¢ (d’ordre non
précisé (16.8.1)) se note Diffy4(#, ¢); on voit encore comme dans (16.8.3) que
U~ Diffys(#| U, 4|U) est un faisceau de groupes additifs, que nous désignerons par
Diffx;s(F, ). 1l est immédiat que Ziffxs(F, ¢) est réunion de la famille filtrante
croissante de ses sous-faisceaux Diffg(F, 9); si X est quasi-compact, Diffy(F, 9)
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est de méme réunion de ses sous-groupes Diffgg(F, 9) (16.8.1). Les structures de
Ox-Bimodule sur les Ziffy(#, ¥) définissent donc une structure de Ox-Bimodule sur
Diffxs(F, %), explicitée encore par (16.8.5.1) et (16.8.5.2).

Notons que, pour n<m, on a un diagramme commutatif

Home (Pxs(F), 9) —> Diff3s(F, 9)
(16.8.’7.1)

Homo (FRs(F), 9) —> Diffxe(F, F)

ou les fleches horizontales sont les isomorphismes (16.8.4.2) et la fleche verticale de
gauche provient de 'homomorphisme canonique #§(F) - Pys(F) (16.7.7). Pour
tout ouvert U de X, munissons alors I'(U, ﬂg'f,s(f))zl(i_nj U, 2%5(F)) de la
topologie limite projective des topologies discrétes sur les I'(U, #%5(F)), ce qui définit
(U, Z7%5(#)) comme un I'(U, Ox)-bimodule topologique, de sorte que Pg3(F) apparait
comme un faisceau a valeurs dans la catégorie des groupes commutatifs topologiques
(01,3.2.6). Alors (G, II, 1.11) la limite du systéme inductif de faisceaux de groupes commu-
tatifs (#omy (P%)5(F), 4)) n'est autre que le faisceau des germes d’homomorphismes
continus de #5,5(F) dans & (ce dernier étant muni de la topologie discréte) : les homo-
morphismes continus de I'(U, #%4(#)) dans le groupe discret I'(U, ¢) correspondent
en effet biunivoquement aux systémes inductifs d’homomorphismes de groupes
(U, 2%5(F))—T(U, ). On peut donc encore exprimer (16.8.4) en disant qu’on a
un isomorphisme canonique

Hom .conty (P5s(F), 9) = Diffx;sF» b)

ol le premier membre désigne le faisceau des germes d’homomorphismes continus

de Z35(#) dans 9.

Proposition (16.8.8). — Soient F, G deux Ox-Modules, D : F —% un homomorphisme
de {*(0g)-Modules, n un entier >0. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) D est un opérateur différentiel d’ordre <n.

b) Pour toute section a de Ox au-dessus d’un ouvert U, I’homomorphisme D,: F|U—->%|U
tel que, pour toute section t de F au-dessus d’un ouvert VCU, on ait

(16.8.8 1) D,(t)=D(at)—aD(t)

est un opérateur différentiel d’ordre <n—1.

c) Pour tout ouvert U de X, toute famille (4;);<;<n1 de n+ 1 sections de Oy au-dessus
de U et toute section t de F au-dessus de U, on a Pidentité

(x6.8.8.2) 2 (— ) I ) D(( T g)t)=0

HCIn+1 i€H i¢H
(o 1, ., est Dintervalle 1<i<n+1 de N).
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Prouvons d’abord 1’équivalence de a) et ¢). Par définition, pour prouver
que D est un opérateur différentiel d’ordre <=, il suffit de montrer qu’il en est
ainsi pour la restriction D|U : #|U — ¢|U a tout ouvert affine U de X, et d’autre
part la propriété ¢) est valable pour tout ouvert U de X si elle I’est pour tout ouvert
affine. On peut donc se borner au cas o S=Spec(A) et X =Spec(B) sont affines.
En vertu de (16.8.2) (dont on garde les notations), la condition @) signifie alors
que le A-homomorphisme D’ :B®, M—>N tel que D’(6®:¢)=5D(t) s’annule dans
I *T1(B®, M), ce qui, en vertu de (0, 20.4.4), équivaut a dire que D’ s’annule pour

tous les éléments de la forme
n41
(Il (g,©1—1®4)). (1©1)

t=1

ot g,eB et teM. Or, cet élément s'écrit % (Il 4)®((Il g)t), et la valeur de D’
HCIz+1 i€H id¢H

pour cet élément n’est autre que le premier membre de (16.8.8.2), ce qui prouve I'équi-

valence de a) et ¢).

Prouvons maintenant I’équivalence de b) et ¢). Raisonnons par récurrence sur n,
Passertion étant triviale pour n=o. Ecrivant a,,; au licu de 2 dans la condition b),
on voit, en vertu de ’hypothése de récurrence, que la condition ) signifie que pour
toute famille (¢;),<;<, de n sections de Oy au-dessus de U et toute section ¢ de F au-dessus
de U, on a

ard(H')
W2, 0 L )0, (2=
Mais si on remplace dans cette relation D, | par sa définition (16.8.8.1), on constate
aussitdt qu’on obtient, au signe prés, le premier membre de (16.8.8.2); d’ou la
conclusion.

Proposition (16.8.9). — St D : F Y est un opérateur différentiel d’ordre <n, et
D’ : G- un opérateur différentiel d’ordre <n’', alors D'oD : F — est un opérateur diffé-
rentiel d’ordre <n-n'.

Par hypothése, on peut écrire D=uodyg & et D'=vodyg o, o0 u: P2s®o0, F Y
et v: g’;‘c'/s@@x ¥ —>H sont des Ox-homomorphismes. Tout revient & montrer que ’homo-
morphisme composé de faisceaux de groupes additifs

XS.?' X/Sg
F 2% P30, F > ¢ 0 P, G

se factorise en

d"x+/§"3=

ol w est un Ox-homomorphisme. Il suffira de prouver le
Lemme (16.8.9.x). — I existe un Ox-homomorphisme et un seul

(16.8.9.2) 3 : PRE™ = Pin(Prs) = P55P0, P
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rendant commutatif le diagramme

O« — @;'(fé”
(16.8.9.3) &8 8
¥
% X/8 ,,—> Z X/s(gZ %is)
X8, P%is

On aura alors en effet un diagramme commutatif déduit de (16.8.9.3) par tenso-
risation avec F

dgf]é’ F
F s P (F)

a8, & 3®1

/s(g’_) — W*{/s('@ﬁ/s(g))
K3, Y5 F)

et d’autre part, on vérifie aussitot sur la définition (16.7.5) que le diagramme

Ppy(F) ———— &

n' n'
9X[8, P2, F) a%/8, &

|
gl%s(g;(/s(gr)) — gZ;'('/s(g)

1Qu

est commutatif. On répondra donc a la question en prenant pour w le Ox-homomorphisme

composé
gt 1Qu

X/s (F) —> yX/S(ﬂX/S(g—» —— gxls( 9).

Reste a prouver le lemme (16.8.9.1). Compte tenu de (16.7.6), qui prouve l'unicité
de 3, on est ramené au cas ot S=Spec(A) et X =0Spec(B) sont affines; posant
J=3J3pu, il s°agit de définir un homomorphisme canonique de B-modules

9 : (B®, B)[J"+" " > ((B®, B) /3" ') ®5((B®, B)/I"*)

les structures de B-module des deux membres provenant du premier facteur B; rappelons
que dans le produit tensoriel du second membre, (B®,B)/3"*! doit étre considéré
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comme B-module 4 droite par son second facteur B et (B®,B)/J"*' comme B-module
a gauche par son premier facteur B (16.7.2). Il revient au méme de définir un homo-
morphisme de B-modules

90 : B®,B — ((B®,B) /3" +")®((B®, B)/J"*")

et de prouver qu’il 'annule dans J"+™ **. Or, on définit aussitdt un tel homomorphisme

par la condition que
$o(b®V) =7, (b®1)®x,(1®5) pour 4,4’ dans B

avec les notations de (16.3.7). En outre, il est immédiat que ¢, est un homomorphisme
d’anneaux. Or, on peut écrire

Po(b®1— 1) =7, (@1 —1®H)O7, (1®1) 47, (10H)Ox, (1®1) —=, (1®1)®Ox, (1®H)

et on a v
7, (1®0)®7, (191) =7, (1®1)b®m, (1®1) =7, (1®1)®br, (1®1) =7, (1®1)®x, (b®1)

d’ou finalement
(16.8.9.4) (@1 —1®b) =7, (b®1—1805)Ox, (1®1)+7,(1®1)Or, (b1 —185).

Un produit de n+n'+1 termes de la forme (16.8.9.4) est donc nécessairement nul,
car il en est ainsi d’un produit de z-1 termes de la forme =,(b®1—1Q®%) et d’un
produit de 2’4+ 1 termes de la forme =, (b®1—1®5). La conclusion résulte donc
de (0, 20.4.4).

Corollaire (16.8.10). — Le faisceau Diffxis(Ox, Ox) (aussi noté Diffy;g) est canonique-
ment munt d’une structure de faisceau d’anneaux, les Diffy g formant une filtration croissante compa-
tible avec cette structure.

En particulier, 2iffg;s est un faisceau de sous-anneaux de Diffy;s, qui s’identifie
canoniquement 4 @y (16.8.1). Les formules (16.8.5.1) et (16.8.5.2) montrent que
la structure de Ox-Bimodule de Diffy;s provient de la multiplication & gauche et a droite
par les sections de Ox considéré comme faisceau de sous-anneaux de Diffys.

Remarques (16.8.11). — (i) Supposons que F = }%—)LF/,‘; alorsil est clair (16.7.2.1)
que P35(F)= A@L,@)"(/S(ﬂ- »); comme le foncteur F~>I'(U, #) commute a la forma-
tion des sommes directes quelconques, dyg & est ’homomorphisme dont la restriction
a chaque #, est dyg 5, 1 F) > Pxp, (5> OD €N conclut aussitdét que ’on a

Diff(#, 9) = Il Diffgs(#;, 9),

ct par suite aussi (0f, 3.2.6)
D367, 9) = 1 9iff3(F, 9).

Par ailleurs, si 4= I1 %, (0}, 3.2.6), on a
neM »
Homg, (P35(#), ¥) = uIeIMHommX(W:’E/s(f )s %)
i
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tout homomorphisme u de #%5(#) dans ¥ correspondant biunivoquement a la famille
de ses composés u, : Pyg(F)—>Y —+%,. On a donc

Diffg o(#, )= 1l Diff}(#, 9,),
rEM

et par suite aussi

Pif3e(F, 9) = 1| 2if3s(F, 9,).

(i) Jusqu’ici, on n’a guére rencontré d’opérateurs différentiels F —% que
lorsque & et ¢ sont des Ogx-Modules localement libres de rang fini, auquel cas, leur
structure se rameéne localement, en vertu de (i), a celle du faisceau PDiffxq; cette derniére
va étre étudiée plus loin (16.11) dans un cas particulier.

16.9. Immersions réguliéres et quasi-réguliéres.

Définition (16.9.1). — Soit X un espace annelé. On dit qu’un I1déal ¢ de Ox est régulier
(resp. quasi-régulier) si, pour tout point xeSupp(Ox/#), il existe un voisinage ouvert U de x
dans X et une suite réguliére (0, 15.2.2) (resp. quasi-réguliére (0, 15.2.2)) d’éléments de T' (U, Ox)
qui engendre ¢ |U.

On dira qu’une suite réguli¢re (resp. quasi-réguli¢re) de sections de Oy au-dessus
de U qui engendre #|U est un systéme régulier (resp. quasi-régulier) de générateurs de ¢ |U.

Définition (x6.9.2). — Soit j: Y —>X une immersion de préschémas et soit U un ouvert
de X tel que j(Y)CU et que j soit une immersion fermée de Y dans U. On dit que j est réguliére
(resp. quasi-réguliére) si le sous-préschéma fermé j(Y) de U associé a j est défini par un Idéal
régulier (resp. quasi-régulier) de Oy (condition indépendante de I'ouvert U choisi).

On dit qu’un sous-préschéma Y d’un préschéma X est réguliérement immergé (resp.
quasi-réguliérement immergé) si 'injection canonique j:Y—X est une immersion réguliére
(resp. quasi-réguliére). Si Y est un sous-préschéma fermé de X et # I'ldéal de Oy qui
définit Y, il revient au méme de dire que £ est régulier (resp. quasi-régulier).

Par exemple, si A est un anneau intégre, f un élément =+o de A, le sous-préschéma
fermé V(f) de Spec(A) (isomorphe & Spec(A[fA)) est réguliérement immergé dans Spec(A).

Tout Idéal régulier est quasi-régulier (0, 15.2.2); toute immersion réguliére est
quasi-réguliére (cf. (16.9.11) pour une réciproque).

Proposition (16.9.3). — Soient X un espace annelé, ¢ un ldéal de Ox, (f})icicm Une
suite finie de sections de Ox au-dessus de X engendrant . Pour que (f;) soit une suite quasi-
réguliére (0, 15.2.2), il faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifides :

(i) Les images canoniques des f; dans ¢ | #* forment une base de cet Ox/| #-Module.

(il) L’ homomorphisme surjectif canonique (16.1.2.2)

Soxir (I 1) = F15(0x)

est byectif.
En outre, s’il en est ainsi, toute suite (f;)1<i<n de n sections de ¢ au-dessus de X qui

engendre § est quasi-réguliére.
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Les deux conditions de I’énoncé ne font que traduire la définition donnée dans
(0, 15.2.2), compte tenu de la définition des homomorphismes canoniques (0, 15.2.1.1).
La derniére assertion résulte de ce que, si un module M sur un anneau commutatif A
admet une base de n éléments, tout systéme de générateurs de M ayant n éléments est
une base de M (Bourbaki, Alg. comm., chap. H, § 3, cor. 5 du th. 1).

Corollaire (16.9.4). — Soient X un espace annelé en anneaux locaux, ,f un Idéal de Ox.
Pour que § soit quasi-régulier, 1l faut et il suffit qu’il vérifie les conditions suivantes :

(1) £ est de type fini.

(i) £/ 7% est un (Ox| F)-Module localement libre.

(iil) L’homomorphisme canonique
(16.9.4.1) ox1s(F 1 I%) — Frg(Oy)
est bijectif.

La nécessité des conditions résulte aussitét de (16.9.3). Pour voir que ces conditions
sont suffisantes, il faut montrer, en vertu de (16.9.3), quesi, en un point xeSupp(Ox/ %),
il existe un voisinage ouvert U de x dans X et 7z sections f; (1<i<n) de # au-dessus
de U dont les images canoniques dans ¢/ #? forment une base de (#/#%|U sur
(0x] #)| U, alorsil y a un voisinage ouvert VcU de «x tel que les f;| V engendrent #|V.
Or, par hypothése, on a £,+ 0,, donc Z, est contenu dans I'idéal maximal de 0,;
comme £, est un O,modulede type fini et que les classes des (f;), dans £,/ #2
engendrent cet (0, ¢.)-module, le lemme de Nakayama montre que les (f),
engendrent #,. Comme ¢ est de type fini, on conclut par (0, 5.2.2).

Corollaire (16.9.5). — Sotent X un espace annelé en anneaux locaux, § un Idéal quasi-
régulier de Ox, (f;)1<i<n une suite de sections de ¢ au-dessus de X, x un point de Supp(Ox/ 7).
Les conditions suivantes sont équivalentes : _

a) 1l existe un voisinage ouvert U de x dans X tel que les f;|U forment une suite quasi-
réguliére d’éléments de T'(U, Ox) engendrant #|U.

b) Les (f;), forment un systéme de générateurs de Z, dont le nombre d’éléments est le plus
petit possible.

b’) Les (f;), forment un systeme minimal de générateurs de #,.

c) Si f; est Pimage canonique de f, dans T'(X, £]#2), les (f), forment une base du
(0,1 ) -module £,/ 9%

Par hypotheése, 0, est un anneau local, £, un idéal de type fini de @, contenu
dans l'idéal maximal de 0,; I’équivalence de ), §’) et ¢) résulte donc du lemme de
Nakayama (Bourbaki, Alg. comm., chap. 11, § 3, n° 2, prop. 5). Il est clair que a) entraine ¢)
en vertu de (16.9.3); d’autre part, il résulte de (0, 5 2.2) que si la condition ¢) est
vérifiée (donc aussi 4)), il y a un voisinage U de x dans X tel que (#/#?) |U ait un rang
constant égal a n, et que les f;| U engendrent #|U; il suffit donc d’appliquer dans U
la derniére assertion dz (16.9.3).

Remarques (16.9.8). — (i) Sous les hyf)othéses générales de (16.9.5), il ne suffit pas que les ( j—";)y forment
une base du (@,/#,)-module £,/ #% pour tout y€X pour que la suite (f;) engendre £. On en a un exemple en
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prenant X = Spec(A), ol A est un anneau de Dedekind, et ¢ =§: ou J est un idéal premier non principal de A;
on a alors en effet £,/ #f=o0 en tout point y distinct du point *€X correspondant 2 3, et £,/ #2 est de rang 1
sur le corps 0,/ #,; en outre # est évidemment un Idéal régulier.

(ii) Dans (16.9.5), on ne peut remplacer « quasi-réguliére » par « réguliére », méme lorsque X est un
préschéma (cf. (16.9.12)). Désignons en effet par B ’anneau des germes de fonctions indéfiniment différentiables
au point o dans R; il a un idéal maximal m engendré par le germe ¢ de I’application identique de R au point o,
et intersection n des m* pour k>0 n’est pas réduite A 0. Soit maintenant A ’anneau quotient B[T]/nTB[T], et
soient f7, f; les images canoniques dans A des éléments ¢ et T de B[T]. La suite (f;, f;) est réguliére dans A : en effet,
J1 n’est pas diviseur de o dans A, car la relation ¢{P[T]enTB[T], pour un polynéme P&B[T], entraine que les
produits de £ par les coefficients de P appartiennent 4 ’idéal n, et il en résulte aussitét que ces coeflicients sont
eux-mémes dans n, donc P[T]enTB[T]. Comme B/iB est isomorphe &4 R, A/fjA est isomorphe & I’anneau de
polynémes R[T], donc intégre, et I’image de f, dans A/f,A, étant égale & T, n’est donc pas diviseur de o, ce qui
prouve notre assertion. Cependant f; est diviseur de o dans A, car pour tout élément x€n non nul, I'image de x
dans A est +o0, mais ’image de «T est nulle. On en conclut que la suite (fy,f;) n’est pas réguliére dans A; d’autre
part’idéal 3=fA +f,A est distinct de A, donc les conditions b), b’) et ¢) de (16.9.5) n’entrainent pas la condi-
tion a) lorsqu’on y remplace « quasi-réguliére » par « réguliére ».

(x6.9.7) Si X =Spec(A) est un schéma affine, nous dirons qu’un idéal J§ de A
est régulier (resp. quasi-régulier) si ’'ldéal ¢ =§ de Oy est régulier (resp. quasi-régulier);
on notera que cette notion est locale et n’implique nullement Pexistence d’un systéme de
générateurs de § formant dans A une suite réguliére (resp. quasi-réguliére) comme le
montre exemple (16.9.6, (i)); il en est toutefois ainsi lorsque A est local (16.9.5).

La proposition (16.9.4) se traduit en termes d’immersions quasi-régulieres de la
fagon suivante :

Proposition (16.9.8). — Soit j:Y—>X un morphisme de préschémas; pour que j soit
une immersion quasi-réguliére, il faut et 1l suffit que j satisfasse aux conditions suivantes :

(i) J est une immersion localement de présentation finie.

(ii) Le faisceau conormal %r'(j)=Nyx (16.1.2) est un Oy-Module localement libre.

(iii) L’homomorphisme canonique

Soy(%7'(4)) = %' ())
(16.1.2.2) est bijectif.

La question étant locale sur Y, on peut se borner au cas ot j est I'injection canonique
d’un sous-préschéma fermé Y de X, et alors la traduction de (16.9.4) en (16.9.8)
résulte de Vexplicitation de ¥r'(j) et ¥r°(j) en termes de I'Idéal # de Oy définissant le
sous-préschéma Y (16.1.3, (ii)).

Corollaire (16.9.9). — Soient Y un préschéma, X un Y-préschéma, j:Y-—>X une
Y-section de X, de sorte que le n-éme invariant normal /™ de j (16.1.2) est une Oy-Algebre
augmentée (16.1.7); posons </ W:l{iﬂ ™. Pour que j soit une immersion quasi-réguliére,
il faut et il suffit que j soit localement de présentation finie, et que tout yeY admette un voisinage
ouvert affine U d’anneau C tel que /)| U soit isomorphe comme Oy-Algébre topologique augmentée
@ Oy[[Ty, - .., To]]-

On peut se borner au cas ol j est une immersion fermée en se restreignant & un
voisinage assez petit de y (voir le raisonnement de (16.4.11)), et alors 0y s’identifie a
une Algebre quotient Ox/ # et ’homomorphisme surjectif canonique Ox—0y admet un
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inverse a droite (16.1.7). On peut donc supposer X =Spec(B) et Y =Spec(A) affines,
B étant une A-algeébre augmentée, et 1'idéal d’augmentation J étant de type fini.
Comme /™™ s’identifie alors & (B/S"*1)™~, le corollaire résulte de ’équivalence de )
et ¢) dans (0, 19.5.4) puisque B/J=A.

On notera que, dans le cas affine envisagé, le fait que j soit une immersion quasi-
réguliére équivaut encore, en vertu de (0, 19.5.4), a dire que B est une A-algebre formelle-
ment lisse pour la topologie J-préadique.

On notera aussi que la condition que j soit une immersion localement de présen-
tation finie est toujours vérifiée lorsque le morphisme XY est localement de type
fini (1.4.3, (v)).

Proposition (16.9.10). — Sotent X un préschéma localement noethérien, Y un sous-
préschéma de X, j:Y—>X UPinjection canonique, y un point de Y.

(1) Pour qu’il existe un voisinage ouvert U de y dans X tel que la restriction Y AU —U
de j soit une immersion réguliére, il faut et il suffit que le noyau ¢, de Ihomomorphisme surjectif
Ox ,~ 0Oy, soit engendré par une suite réguliére d’éléments de Oy .

(i1) Pour que Pimmersion j soit réguliére, il faut et il suffit qu’elle soit quasi-réguliére.

(i) On peut se borner au cas ot Y est un sous-préschéma fermé de X défini par
un Idéal cohérent # de Ox. La condition est évidemment nécessaire. Inversement, si 7,
est engendré par une suite réguliere (s;),, ou les s; sont des sections de # au-dessus d’un
voisinage ouvert U de y dans X, on peut supposer que les s; engendrent Z|U (0, 5.2.2)
et forment une suite réguliére (0, 15.2.4), d’ou I’assertion.

(ii) Le fait qu'une immersion quasi-réguliére soit réguliére résulte de (i) et de
Pidentité des suites quasi-réguliéres et des suites réguliéres dans Oy ,, formées d’éléments
de l'idéal maximal (0, 15.1.11).

Lorsque (sans hypothése noethérienne sur X) le noyau ¢, de 0Oy —0y, est
engendré par une suite réguliére d’éléments de Oy y, on dit que 'immersion j est réguliére
au point y.

Corollaire (16.9.xx). — Soit X un préschéma localement noethérien; alors tout Idéal
quasi-régulier de Oy est régulier.

Remarques (16.9.12). — (i) On notera qu’une immersion réguliére n’est pas en
général un morphisme plat, ni a fortiori un morphisme régulier au sens de (6.8.1).

(i1) Soit A un anneau. local noethérien; il résulte aussitdt de (16.9.4) et de
(0, 17.1.1) que pour que A soit régulier, il faut et il suffit que son idéal maximal m soit
quasi-régulier (ou régulier, ce qui revient au méme puisque A est noethérien). Pour qu’un
schéma affine noethérien X soit régulier, il faut et il suffit que pour tout point fermé xeX,
I'injection canonique Spec(k(x))—X soit une immersion réguliére.

Proposition (16.9.13). — Sotent X un préschéma localement noethérien, Y un sous-préschéma
de X, Y’ un sous-préschéma de Y, tel que Uinjection canonique j :Y'—Y sout réguliére. Alors
la suite de Oy.-Modules

(16.9.13.1) 05 (N yx) >N yx—>AN y;y—>0
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est exacte ; en outre, pour tout xeX, il existe un voisinage ouvert U de x tel que les restrictions ¢ U
des homomorphismes de (16.9.13.1) forment une suite exacte et scindée.

Prouvons d’abord le lemme suivant :

Lemme (16.9.13.2). -— Soient A un anneau, J un idéal de A, A'=A/T, (f)i<i<,
une suite d’éléments de A qui est A'-régulitre, R=2fA, Q=T+ R, K =2ZfA’, de sorte que
C=A/Q estisomorphe & A'|Q'. Alors pour tout ent;'er n>0 et tout entier N;n, on a la relation

(x6.9.13.3) INK"=JK"+InK".

Il suffit évidemment de prouver que tout élément du premier membre est
contenu dans le second, et, par récurrence sur z, on se raméne au cas ou N=n-}1.
Un élément du premier membre de (16.9.13.3), étant dans K", s’écrit P(f,, ..., f,),
on PeA[T, ..., T,] est homogéne et de degré n Si f] est I'image canonique
de f; dans A’, T’hypothése P(f, ...,f,)eJ signifie que P(f/,...,f;)=o0. Mais
P(f], ..., f))ef’", donc 'image canonique de P(f/, ...,f;) dans K™/K"*! est nulle.
Or I’hypothése que la suite ( f;) est A’-réguliére implique que ’homomorphisme canonique
SHR' /KD K™ K]K'" ! est bijectif (0, 15.1.9); on conclut que les coefficients de P
appartiennent 3 8 =J+ K. Il en résulte aussitot que 'ona P(f, ...,[,)eIK"+ K]+,
et comme P(f;, ..., f,)e3, on a finalement P(f, ..., f,) e IR"+ JnK"+1 ce qui prouve
le lemme.

En prenant les quotients des deux membres de (16.9.13.3) par JK", on voit que
les relations (16.9.19.3) pour N># entrainent

(16.9.13.4) (Inf") /38" c 0 /Y. (A/(I]")

On en déduit le

Corollaire (16.9.13.5). — Supposons vérifides les hypothéses de (16.9.13.2) et supposons
en outre que I’anneau A soit noethérien et que K soit contenu dans le radical de A. Alors on a pour
lout entier n>o,

(x6.9.13.6) JnK"=JK".

En effet, le second membre de (16.9.13.4) est alors nul, puisque A/JK" est un
A-module de type fini (Bourbaki, 4lg. comm., chap. III, § 3, n° 3, prop. 6).
Prenons en particulier n=2 dans (16.9.13.6), et remarquons que l'on a
P=F+IK+KE=JL+ K?; puisque JLcL% on en déduit que
Jne=JL+(InK?) =JL +3IK*=3J¢,

autrement dit

(16.9.13.7) JIng* =38,
ce qu'on peut encore exprimer en disant que ’homomorphisme canonique
338> (3+ 24 /2

est bijectif.
Ces lemmes étant démontrés, prouvons la premiére assertion de (16.9.13) : il suffit
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évidemment de prouver que la suite des fibres des faisceaux figurant dans (16.9.13.1),
en un point x€Y’, est exacte. Or, si 'on pose A= 0y ,, on peut écrire Oy ,=A'=A/J
ou J est un idéal contenu dans I'idéal maximal de A, puis Oy ,=A'/R)', ol K est
engendré par une suite A’-réguliére d’éléments de A’, eux-mémes images des éléments
d’une suite A’-réguliere d’éléments de A appartenant a I’idéal maximal de A. Si & est
I'idéal engendré par ces derniers et 8 =J+ K, ona 0Oy ,=A/L, et comme on est dans
la situation de (16.9.13.5), ’homomorphisme canonique J/JL—(J + L£?)/L? est bijectif.
Mais cela montre que la suite

0—>3/JL L/~ (2/I)/(L/I)*~o

est exacte (voir la démonstration de (16.2.7)), et les modules figurant dans cette suite
sont précisément les fibres en x des faisceaux de (16.9.13.1). La seconde assertion résulte
de ce que A"y, y est un Oy.-Module localement libre (16.9.8) et de Bourbaki, Alg., chap. II,
3¢ éd., § 1, n® 11, prop. 2I.

16 .10. Morphismes différentiellement lisses.

Définition (16.10.1). — On dit gu’un morphisme de préschémas f:X—>S est différen-
tiellement lisse (ou que X est différentiellement lisse sur S) s’il vérifie les conditions sutvantes :

(i) Lxss est un Ox-Module localement projectif, c’est-a-dire que tout point de X admet un
voisinage ouvert affine U tel que I'(U, Q%) soit un T'(U, Ox)-module projectif (non nécessairement
de type fini).

(i) L’homomorphisme canonique (16.3.1.1)

SZDX(-%(/S) - Gr (P X/s)
est bijectif.

En particulier, si Qg est localement libre de rang fini, les Pyg sont des Ox-Modules loca-
lement libres de rang fini (étant des extensions de tels Modules).

On dit que f est différentiellement lisse en un point xeX (ou que X est différentiellement
lisse sur S au point x) §’il existe un voisinage ouvert U de x dans X tel que f|U soit
différentiellement lisse.

Nous verrons plus loin (17.12.4) qu’'un morphisme lisse est différentiellement
lisse, ce qui justifie la terminologie; mais la réciproque est inexacte; en effet, un mono-
morphisme f: XS est différentiellement lisse, puisque %5=o0 en vertu de (I, 5.3.8),
et par suite ’homomorphisme surjectif (16.3.1.1) est évidemment bijectif; or un mono-
morphisme n’est méme pas nécessairement plat, ni a fortiori lisse. Bornons-nous ici a
noter la proposition suivante :

Proposition (16.10.2). — Scient A un anneau, B une A-algébre formellement lisse pour
les topologies discrétes (0, 19.3.1). Alors Spec(B) est différentiellement lisse sur Spec(A).

En effet, B®, B est alors (pour les topologies discrétes) une B-algebre formellement
lisse (pour I'un ou l’autre des homomorphismes canoniques b6~>b®1, b~>1®b de B
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dans B®,B) (0, 19.3.5, (iii)); donc B®,B est aussi une A-algébre formellement lisse
pour les topologies discrétes (0, 19.3.5, (ii)). Posant J=3Jp,, il en résulte que B®,B
est aussi une A-algébre formellement lisse pour la topologie J-préadique (0, 19.3.8);
comme par hypothése B=(B®,B)/J est une A-algebre formellement lisse pour les
topologies discrétes, la proposition résulte de I’équivalence de a) et b) dans (0, 19.5.4).

Proposition (16.x0.3). — Pour qu’un morphisme f:X—S soit différentiellement lisse,
il faut et il suffit que pour tout xeX, il existe un voisinage ouvert affine U de x, d’anneau A,
tel que T'(U, Px) soit une A-algébre topologique augmentée isomorphe & Palgebre complétée B,
o B=S8,(V), V étant un A-module projectif et B étant muni de la topologie B*-préadique (ot B
est U'idéal d’augmentation). Si Qg est localement libre de rang fini, on peut remplacer B par
Palgébre de séries formelles A[[T,, ..., T,]].

La notion de morphisme différentiellement lisse étant évidemment locale sur X,
on peut se borner au cas ot S=Spec(B), X==Spec(C). Considérons C®; C comme
une C-algébre (pour le premier facteur); posons J=J;p et munissons C®zC de la
topologie J-préadique; on peut appliquer a la C-algebre topologique C®5C et a I'idéal
de C®;C Téquivalence de &) et ¢) dans (0, 19.5.4), puisque (C®;C)/J=C est évidem-
ment une C-algébre formellement lisse pour les topologies discrétes. La topologie sur
(U, #%5) est évidemment la topologie de limite projective de cet anneau (16.1.11).

On notera que Ientier » de ’énoncé de (16.10.3) est le rang de Q%5 au point «.
Nous verrons plus loin (17.13.5) que lorsque f est différentiellement lisse et localement
de type fini, 7 est aussi égal a la dimension de la fibre f~!(f{x)) au point x.

Proposition (16.10.4). — Sotent f:X—>S, g:S =S deux morphismes, et posons
X'=XxgS', f'=fg : X =5,

(1) Sifest différentiellement lisse, il en est de méme de f.

(i) Inversement, si g est fidelement plat et quasi-compact, et si f' est différentiellement lisse
et Qxg un Og-Module de type fini, f est différentiellement lisse et 2% est un Ox-Module de
type fini.

En effet, si f est différentiellement lisse, les ¥7,(%x;5) sont des Ox-Modules plats;
par suite (16.4.6), 'homomorphisme %r,(Px5)®p Ox ~ Fr,(Pxs) est bijectif pour
tout n, et en vertu de la commutativité du diagramme (16.2.1.3), il résulte de la défini-
tion (16.10.1) que f’ est différentiellement lisse. D’autre part, si g est fidélement plat
et quasi-compact, il résulte encore de (16.4.6) que %r,(Px;)®0 Ox — Fr,(Pxs)
est bijectif pour tout n. Supposons alors f’ différentiellement lisse et 2%, de rang fini.
Comme la projection canonique X'—X est un morphisme fidélement plat et quasi-
compact, il résulte d’abord de (2.5.2) que Q%4 est un Ox-Module localement libre de
rang fini, puis de (2.2.7) que ’homomorphisme canonique (16.3.1.1) est bijectif, donc f
est différentiellement lisse.

Proposition (16.10.5). — Pour qu’un morphisme localement de type fini f: X —>S soit
différentiellement lisse, il faut et il suffit que Uimmersion diagonale A;: X — X XgX soit quasi-
réguliére.
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La question étant locale, on peut se borner au cas ou S et X sont affines, et par suite
le sous-préschéma diagonal de X XX est fermé. L’hypotheése que f est localement de
type fini entraine que A; est localement de présentation finie (1.4.8.1), donc le sous-
préschéma diagonal de X xgX est défini par un Idéal de type fini #, et Q5= ¢/ 7*
est un Ox-Module de type fini. La proposition résulte alors aussitdét de la comparaison
des conditions dans (16.10.1) et (16.9.4).

Remarque (16.10.6). — Soit f: X—>S un morphisme tel que le Ox-Module 2%
soit localement libre de rang fini. Il résulte alors de (0, 20.4.%) que tout xeX possede
un voisinage ouvert U tel qu’il existe une famille finie (z,),c;, de sections de Ox au-dessus
de U pour lesquelles (dz,),er, forme une base du I'(U, Ox)-module I'(U, Q%).

16.11. Opérateurs différentiels sur un S-préschéma différentiellement lisse.

(x6.11.1) Soient f:X-—>S un morphisme, U un ouvert de X, (z;),eL une
famille de sections de 0 au-dessus de U telle que les dz, forment un systeme de géné-
rateurs de Q%,4|U=28ys. Soit m un entier ou le symbole oo, et posons, pour tout A

(x6.xx.1.71) =03 =d"2,—2el'(U, Pxy).

Nous utiliserons d’autre part les notations usuelles de I’analyse; pour tout
p=(p,)eNY (avec p,=o0 sauf pour un nombre fini d’indices), nous poserons

(x6.11.1.2) |P|=§l’;\a p!=II(p)

A

(6.1x.x.3)  (P)=pllaie—a)) pour p,qdans NV, q<p

et on convient que (l;) =0 siq€p,

(16.11.1.4) 2=ln,  p=Tgm

On aura donc, avec ces notations
(x6.11.1.5) @) =@ @)P =G+ 2= 2 ()
(16.11.1.6) §P=(dmz—z)v=q§p(~1)lv—ql(z) 214" ().

Comme les dz, engendrent 2% et sont les images des 8z;, et que ’homomorphisme
canonique (16.3.1.1) est surjectif, on en conclut que pour m fini, les 3z, engendrent
la Oy-Algebre Y (Bourbaki, Alg. comm., chap. IIl, § 2, n° 8, cor. 2 du th. 1). Donc
les C° (pour |p|<m) engendrent le @j-Module #%5. Un opérateur différentiel
DeDifffig est par suite entiérement déterminé par les valeurs des <& D) pour
|p|<m, ou, ce qui revient au méme par (16.11.1.5) et (16.11.1.6), par les valeurs
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des (d"(z"), Dy)=D(z?) pour |p|<m; de fagon précise, il résulte de (16.11.1.5)
que 'on a

P\ M (P — Z p P P—q
(16.11.1.7) - D(a)=d (z),D>——q<p(q)<§,D>z .

Théoréme (16.xx.2). — Sotent f:X—>S un morphisme, U un ouvert de X, (z,)seL
une famille de sections de Ox au-dessus de U telle que la famille (dzy) ey, engendre Q%) U=Q%g.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f|U est différentiellement lisse et (dz,) est une base du Oy-Module Q.

b) 11 existe une famille (D,),en(L) d’opérateurs différentiels de Oy dans lui-méme, vérifiant
les conditions

(x6.11.2.1) Dy(z%)= (g)zﬂ—v (p, q dans N©)),

De plus, lorsque ces conditions sont vérifies, la famille (D,) est déterminée de fagon unique
par les conditions (16.11.2.1) et vérifie les relations

|
(16.11.2.2) Dpopquqoppz%%‘%pm (P, q dans NW),

Enfin, si L est fini, pour tout entier m, les D, tels que |p|<m forment une base du Oy-Module
DiffG, autrement dit, tout opérateur différentiel d’ordre <m sur U s’écrit d’une seule fagon sous
la forme

D= X 4D
Iplsm *°
ot les ay, sont des sections de Oy au-dessus de U.
Notons d’abord qu’en vertu de (16.11.1.6) et (16.11.1.5), on vérifie aussitot
que les conditions (16.11.2.1) sont équivalentes a

(x6.11.2.3) <@, D,>=38, (indice de Kronecker).

L’existence de la famille (D)) vérifiant ces relations entraine donc d’abord (en prenant
|p|=1) que les dz, sont linéairement indépendants, donc forment une base du
Oy-Module Q. Puis, pour tout entier m>1, on déduit de méme de (16.11.2.3)
que les EP tels que |p|<m sont linéairement indépendants; par suite ’homomorphisme
canonique (16.3.1.1) est injectif, donc bijectif, et cela prouve que &) entraine a). La
réciproque découle aussitot de la définition (16.10.1), le fait que les &P forment une base
de Zyg pour |p|<m entrainant existence et I'unicité d’une famille d’homomor-
phismes ug , : Pgs—>0y (|q|<m) tels que (P, u, ,,>=3,, pour |p|<m, |q|<m. Pour
une valeur de q donnée, les opérateurs différentiels correspondant aux ,, pour
m> |q| sont identifiés & un méme opérateur D,. Cela prouve donc que a) entraine 5),
et en outre que la famille (D) est déterminée de fagon unique et que, si L est fini,
pour |p|<m, les D, forment une base du dual Diffjs de Zys. Enfin, les relations
(16.11.2.2) découlent aussitét de ’expression des valeurs des trois opérateurs considérés
pour les ', et du fait que les § pour |r|<m engendrent Zfy.

54



§ 16 ETUDE LOCALE DES SCHEMAS ET DES MORPHISMES DE SCHEMAS 55

Remarques (16.11.3). — (i) Le fait que les D, sont deux a deux permutables en
vertu de (16.11.2.2) n’implique naturellement pas que la Oy-Algebre Piffyg soit commu-
tative, les D, ne permutant aux produits par les sections de Oy que si n=o.

(i) Les indices p tels que |p|=1 sont les ¢, =(¢,,), e avec &, =0 si u*X et
ex=1; lorsque L est fini, les opérateurs D, ne sont autres que les S-dérivations D; intro-
duites dans (16.5.7). On notera qu’en général (et contrairement a ce qui se passe en
Analyse classique), il n’est pas vrai qu’un opérateur différentiel d’ordre quelconque
puisse s’écrire comme combinaison linéaire de puissances des D, (cf. (16.12)).

(i11) Pour tout entier r>1, on peut définir la notion de morphisme différentiellement
lisse jusqu’a Uordre r en remplagant dans (16.10.1) la condition (ii) par la condition que
les homomorphismes

SZ‘X( %(/s) = Gr, (P X/S)

soient bijectifs pour fout m<r. Le raisonnement de (16.11.2) prouve alors que si,
dans la condition a), on remplace « différentiellement lisse » par « différentiellement
lisse jusqu’a 'ordre r », cette condition est équivalente a la condition 4) dans laquelle
on se borne aux peN®, qeN" tels que |p|<r, |q|<r.

16.12. Cas de la caractéristique nulle : critére jacobien pour les morphismes
diff érentiellement lisses.

(x6.12.1) On dit qu'un préschéma X est de caractéristique p (p égal a o ou a un
nombre premier) si, pour tout ouvert affine U de X, I'anneau I'(U, Ox) est de carac-
téristique p (0, 21.1.1). Il résulte de (0, 21.1.3) que pour que X soit de caractéristique o,
il faut et il suffit que pour tout point fermé x de X, le corps résiduel k(x) soit de carac-
téristique o, ou encore que X puisse étre muni d’une structure de Q-préschéma (néces-
sairement unique).

Théoréme (16.12.2). — Sotent X un préschéma de caractéristique o, f: X—S un morphisme.
81 Qg est un Ox-Module localement libre (non nécessairement de type fini), f est différentiellement
lisse.

La question étant locale sur X, on peut supposer qu’il existe une famille (z,) de
sections de Ox au-dessus de X telle que (dz,) soit une base du Ox-Module 2% 4. Appliquant
le critére (16.11.2), il suffit de remarquer que les opérateurs

D,~(p!)~TID}
(ou les D, sont les formes coordonnées correspondant & la base (dz,)) vérifient les rela-
tions (16.11.2.1), ce qui est une conséquence du fait que les D, sont des dérivations.

(16.x2.3) Le théoréme précédent n’est plus exact lorsqu’on abandonne I’hypo-
thése que X est de caractéristique o. Par exemple, si S==Spec(k), ol £ est un corps de
caractéristique p>o0, X =Spec(K) ot K=k(a) avec a¢k, aPck, on vérifie aussitot
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que Q% est de rang 1, et que le morphisme X—>S est différentiellement lisse jusqu’a
Pordre p — 1 (16.11.3, (iii)), mais non jusqu’a 'ordre p. Cependant, la démonstration
de (16.12.2) prouve que si Q% est localement libre, et si n! 1, est inversible dans
I'(X, Ox), alors X est différentiellement lisse sur S jusqu’a lordre n.

§ 17. MORPHISMES LISSES, MORPHISMES NON RAMIFIES (OU NETS)
MORPHISMES ETALES

Dans le présent paragraphe, nous reprenons les notions étudiées dans (0, 19),
exprimées a I'aide du langage géométrique des schémas et du point de vue global, pour
les préschémas localement de présentation finie sur un préschéma de base donné. La
plupart des résultats (a ’exception des n° 17.7, 17.8, 17.9, 17.13 et 17.16) se réduisent
d’ailleurs & des variantes de proprié¢tés déja rencontrées dans (0, 19). Pour des résultats
plus spéciaux sur les morphismes étales, le lecteur consultera le § 18.

17.1. Morphismes formellement lisses, morphismes formellement non rami-
fiés, morphismes formellement étales.

Définition (x7.x.x). — Soit f: XY un morphisme de préschémas. On dit que f est
formellement lisse (resp. formellement non ramifié ou formellement net, resp. formellement
étale) st, pour tout schéma affine Y, tout sous-schéma fermé Y de Y' défini par un Idéal nilpotent
F de Oy, et tout morphisme Y'—Y, l’ap)flication

(r7.1.1.1) Homy(Y'} X) — Homy (Y, X)

déduite de Dinjection canonique Y,—Y', est surjective (resp. injective, resp. bijective).

On dit encore alors que X est formellement lisse (vesp. formellement non ramifié ou
Sormellement net, resp. formellement éiale) Lsur Y.

Il est clair que dire que f est formellement étale signifie qu’il est 4 la _fois formellement
lisse et formellement non ramifié.

Remarques (17.1.2). — (i) Supposons que Y =S8pec(A) et X ==Spec(B) soient
affines, de sorte que f provient d’'un homomorphisme d’anneaux ¢ :A-B. En vertu
de (0, 19.3.1 et 0, 19.10.1), dire que f est formellement lisse (resp. formellement non
ramifié, resp. formellement étale) signifie que ¢ fait de B une A-algébre formellement lisse
(resp. formellement non ramifiée, resp. formellement étale) pour les topologies discrétes sur A et B.

(ii) Pour vérifier que f est formellement lisse (resp. formellement non ramifié,
resp. formellement étale), on peut, dans la définition (17.1.1) se borner au cas ot #?=o.
En effet, si f vérifie la condition correspondante de la définition (17.1.1) dans ce cas
particulier, et si Pon a _#"=o0, on considére le sous-schéma fermé Y; de Y’ défini par
IIdéal #7*! pour o<j<n—1, de sorte que Y] est un sous-schéma fermé de Y;, , défini
par un Idéal de carré nul; ’hypothése entraine que chacune des applications

Homy(Y}, 1, X) —~ Homy(Y}, X) (o<j<n—1)
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est surjective (resp. injective, resp. bijective); par composition, on en conclut qu’il en
est de méme de (17.1.1.1).

(iii) On notera que les propriétés du morphisme f définies dans (17.1.1) sont
des propriétés du foncteur représentable (Qyy, 8.1.8)

Y’ s> Homy(Y’, X)

de la catégorie des Y-préschémas dans la catégorie des ensembles; elles gardent un sens
pour n’importe quel foncteur contravariant ayant mémes catégories de départ et d’arrivée,
représentable ou non.

(iv) Supposons que le morphisme f soit formellement non ramifié (resp. formelle-
ment étale); considérons un Y-préschéma quelconque Z et un sous-préschéma fermé Z,
de Z défini par un Idéal localement nilpotent ¢ de 0. Alors I’application

(r7.1.2.1) Homy(Z, X) - Homy(Z,, X)

déduite de P'injection canonique Zy—Z, est encore injective (resp. bijective). En effet,
soit (U,) un recouvrement ouvert affine de Z tel que les Idéaux #|U, soient nilpotents,
et pour tout «, soit UY I'image réciproque de U, dans Z,, qui est le sous-schéma fermé
de U, défini par #|U,. Soit f;: Zy—X un Y-morphisme; par hypothése, pour tout «,
il y a au plus un (resp. un et un seul) Y-morphisme f,: U,—~X dont la restriction & U?
soit égale a f3| Uy. On en conclut aussitét que si f, et f; sont définis, alors, pour tout
ouvert affine VcU,nUg, ona f,|V=/f;|V, puisque les restrictions de ces morphismes
a I'image réciproque V, de V dans Z; coincident. Il y a donc au plus un (resp. un et un
seul) Y-morphisme f:Z-—+X dont la restriction & Z, coincide avec f;.

Proposition (x77.1.3). — (1) Un monomorphisme de préschémas est formellement non ramifié ;
une immersion ouverte est formellement étale.

(ii) Le composé de deux morphismes formellement lisses (resp. formellement non ramifiés,
resp. formellement étales) est formellement lisse (resp. formellement non ramifié, resp. formellement
étale).

(ii) Si f: X—Y est un S-morphisme formellement lisse (resp. formellement non ramifié,
resp. formellement étale), il en est de méme de figy: Xg)—>Y(g) pour toute extension S'—S
du préschéma de base.

(iv) 81 f: X=X et g: Y=Y’ sont deux S-morphismes formellement lisses (resp. formel-
lement non ramifiés, resp. formellement étales), il en est de méme de fxgg: X XY —>X'XsY'.

(v) Soient f:X—>Y, g:Y—>Z deux morphismes; si gof est formellement non ramifié,
il en est de méme de f.

(vi) 8t f: X—>Y est un morphisme formellement non ramifié, il en est de méme de
\fred : Xred_>Yred'

En vertu de (I, 5.5.12), il suffit de prouver (i), (ii) et (iii). Les deux assertions
de (i) sont triviales. Pour prouver (ii), considérons deux morphismes f: X—Y, g: Y—>Z,
un schéma affine Z’, un sous-schéma fermé Z; de Z' défini par un Idéal nilpotent et
un morphisme Z’'—>Z. Supposons f et g formellement lisses, et considérons un Z-mor-
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phisme u, : Z;—X; ’hypothése sur g entraine qu’il existe un Z-morphisme v : Z' >Y tel
que fouy=uvoj (ou j:Zy—Z' est I'injection canonique); ’hypothése sur f entraine alors
qu’il existe un morphisme u:Z—>X tel que fou=v et uoj=u,, donc (gof)ou est
égal au morphisme donné Z’'—~Z et uoj=u,, ce qui prouve que gof est formellement
lisse; on raisonne de méme lorsque I’on suppose f et g formellement non ramifiés.

Enfin, pour démontrer (iii), posons X'=Xg,, Y'=Yg), f'=fg); considérons
un schéma affine Y, un sous-schéma fermé Yy de Y’ défini par un Idéal nilpotent et
un morphisme g: Y=Y’ faisant de Y un Y'-préschéma; on sait alors (I, 3.3.8)
que Homy (Y”, X’) s’identifie canoniquement a Homy(Y”, X) et Homy (Y, X') a
Homy (YY", X), et la conclusion résulte alors immédiatement de la définition (17.1.1).

On notera qu’une immersion fermée n’est pas nécessairement un morphisme formelle-
ment lisse.

Proposition (17.1.4). — Sotent f: XY, g: Y—>Z deux morphismes, et supposons g
Sormellement non ramufié. Alors, si gof est formellement lisse (vesp. formellement étale), il en est
de méme de f.

En effet, soient Y’ un schéma affine, Y; un sous-schéma fermé de Y’ défini par
un Idéal nilpotent, £:Y'—Y un morphisme, j:Y,—Y  UIinjection canonique,
4y: Yo—>X un Y-morphisme, donc tel que fou,=rhoj. Supposons gof formellement
lisse; alors il existe un morphisme #:Y' =X tel que woj=u, et (gof)ou=goh. Mais
ces relations entrainent que fou et 4 sont deux Z-morphismes de Y’ dans Y tels que
(fou)oj=hoj; en vertu de ’hypotheése que g est formellement non ramifié, on en tire
que fou=nh, autrement dit z est un Y-morphisme; donc f est formellement lisse. Compte
tenu de (17.1.3, (v)), cela démontre la proposition.

Corollaire {x77.1.5). — Supposons g formellement étale ; alors, pour que gof soit formellement
lisse (vesp. formellement non ramifié, resp. formellement étale), il faut et il suffit que f le soit.

Cela résulte de (17.1.4) et de (17.1.3, (ii) et (v)).

Proposition (17.1.6). — Soit f: X—Y un morphisme de préschémas.

(1) Soit (U,) un recouvrement ouvert de X et, pour tout a, soit ¢y : U,—~X injection
canonique. Pour que f soit formellement lisse (vesp. formellement non ramifié, resp. formellement
étale), il faut et il suffit que chacun des morphismes foi, le sot.

(i) Soit (V,) un recouvrement ouvert de Y. Pour que f soit formellement lisse (resp.
formellement non ramifié, resp. formellement étale), il faut et il suffit que chacune des restrictions
FU V)=V, de f le soit.

Notons d’abord que (i1) est conséquence de (i) : en effet, si j,:V,—>Y et
i, : f7Y(V,) =X sont les injections canoniques, la restriction f;:f~'(V,)—=>V, de f
est telle que j,of, =foi,; si f est formellement lisse (resp. formellement non ramifié),
il en est de méme de foi, puisque ¢, est formellement étale (17.1.3); mais comme j,
est formellement étale, cela entraine que f, est formellement lisse (resp. formellement
non ramifié) en vertu de (17.1.5). Inversement, si tous les f, sont formellement lisses
(resp. formellement non ramifiés), il en est de méme des jyof; (17.1.3), donc aussi de f
en vertu de (i).
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Si I'on tient compte de ce que les 7, sont formellement étales, tout revient donc a
prouver que si les foz, sont formellement lisses (resp. formellement non ramifiés), il en
est de méme de f.

Soient donc Y’ un schéma affine, Yy un sous-schéma fermé de Y’ défini par un
Idéal nilpotent £, que I'on peut supposer tel que #2=o0 (17.1.2, (ii)), et enfin soit
g:Y' =Y un morphisme. Supposons donné un Y-morphisme u,: Y;—X; désignons
par W, (resp. W) le préschéma induit par Y’ (resp. Y;) sur Pouvert ug*(U,) (on rappelle
que Y’ et Y, ont méme espace topologique sous-jacent). Supposons d’abord que les foz, soient
Jformellement non ramifiés, et montrons que, si «’ et '’ sont deux Y-morphismes de Y’ dans X
dont les restrictions a Y, coincident, alors on a #'=u". En effet, compte tenu
de (17.1.2, (iv)), ’hypothése que les fo7, sont non ramifiés entraine que pour tout «,
on a u'|W,=u"|W,, puisque les restrictions de ces deux Y-morphismes & WY coin-
cident. D’ou la conclusion dans ce cas.

Supposons maintenant tous les foi, formellement lisses et prouvons qu’il existe un
Y-morphisme «:Y'—X dont 4, est la restriction 2 Y;. Or, puisque Y’ est un schéma
affine, on peut appliquer (16.5.17) dont les hypothéses sont satisfaites, et dont la
conclusion démontre précisément Pexistence de .

On peut donc dire que les notions introduites dans (17.1.1) sont locales sur X
et sur Y, ce qui permet toujours, en vertu de (17.1.2, (i)), de se ramener a ’étude des
algébres formellement lisses (resp. formellement non ramifiées, resp. formellement étales).

17.2. Propriétés différentielles générales.

Proposition (x77.2.1). — Pour qu’un morphisme f: X—~Y soit formellement non ramifié,
il faut et il suffit que Qf=o0 (ce qu’on écrit encore Q%y=o (16.3.1)).

Compte tenu de (17.1.6), on est ramené au cas ot Y =Spec(A) et X =Spec(B)
sont affines, et la conclusion résulte alors de (0, 20.7.4) et de Pinterprétation de Q%y
dans ce cas (16.3.7).

Corollaire (17.2.2). — Sotent f: XY, g:Y—>Z deux morphismes. Pour que f soit
Sformellement non ramifié, il faut et il suffit que I homomorphisme canonique (16.4.19)

S *(Qaz) - §(/z

soit surjectif.

C’est une conséquence immédiate de (17.2.1) et de la suite exacte (16.4.19.1).

Proposition (x7.2.3). — Soit f: X—>Y un morphisme formellement lisse.

(i) Le Ox-Module Qyy est localement projectif (16.10.1). Si f est localement de type fini,
Q%y est localement libre de type fini.

(i1) Pour tout morphisme g:Y—>Z, la suite (16.4.19) de Ox-Modules

(17.2.3.1) 0—>f*(9§/z) —>~Q§(/z—>9§(/Y“>0

est exacte ; en outre, pour tout x€X, il existe un voisinage ouvert U de x tel que les restrictions & U
des homomorphismes de (17.2.3.1) forment une suite exacte et scindée.
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(i) On sait (16.3.9) que si f est localement de type fini, 2 est un Ox-Module
de type fini. Pour prouver que, dans tous les cas, il est localement projectif, on peut se
borner, en vertude (17.1.6), aucas ot Y ==Spec(A) et X =Spec(B) sont affines, et cela
résulte de I’hypothése sur f et de (0, 20.4.9 et 0, 19.2.1).

(ii) Ici encore, on peut se borner au cas ou X, Y et Z sont affines (17.1.6) et la
conclusion résulte dans ce cas de Pinterprétation des Modules figurant dans la suite
(17.2.3.1) et de (0, 20.5.7).

Corollaire (x7.2.4). — St f: XY est un morphisme formellement étale, alors, pour
tout morphisme g:Y—Z, Ihomomorphisme canonique de Ox-Modules

f*(g§/z) g Q%;/z
est bijectif.

Cela résulte de I'exactitude de la suite (17.2.3.1) et du fait que l'on a alors
Qy=o0 (17.2.1).

Proposition (x7.2.5). — Sotent f: X—Y un morphisme, X' un sous-préschéma de X
tel que le morphisme composé X' LxLy (o j est Uinjection canonique) soit formellement
lisse. Alors la suite de Ox.-Modules (16.4.21)

(17.2.5.1) 0 = Ny = Qxx®p Ox — iy >0

est exacte ; en outre, pour tout xeX, il existe un voisinage ouvert U de x tel que les restrictions a U
des homomorphismes de (17.2.5.1) forment une suite exacte et scindée.

Toujours en vertu de (17.1.6), on peut se borner au cas o Y ==Spec(A) et
X =Spec(B) sont affines, et X’'==Spec(B/J), ou J est un idéal de B. Alors le faisceau
conormal A%,y correspond au B-module J/J? (16.1.3), et la conclusion découle
de (0, 20.5.14).

Proposition (x77.2.6). — Soient X, Y deux préschémas, f: XY un morphisme localement
de type fini. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f est un monomorphisme.

b) f est radiciel et formellement non ramifié.

c) Pour tout yeY, la fibre f~'(y) est vide ou k(p)-isomorphe & Spec(k(y)) (autrement
dit, est réduite a un seul point z tel que k(p)—0,/m,0, soit un isomorphisme).

Le fait que a) entraine ¢) résulte de (8.11.5.1). Il est clair que ¢) entraine que f
est radiciel; montrons qu’il résulte aussi de ¢) que Q%,y=o0, ce qui prouvera que ¢)
entraine b) (17.2.1). Notons que le Ox-Module Q%y est quasi-cohérent de type fini
(16.3.9). Il résulte donc de (I, 9.1.13.1) que, pour que (2%y), =0, il faut et il suffit que
si Pon pose Y;=Spec(k(y)), X,=/f""(y)=XxyY,, onait (2% y),=0; mais comme
le morphisme f; : X;—Y, déduit de f est formellement non ramifié en vertu de I’hypo-
thése ¢) (17.1.3), la conclusion résulte de (17.2.1). Prouvons enfin que 6) entraine a);
pour cela, considérons le morphisme diagonal g=A;: X +X xyX; puisque f est radiciel,
g est surjectif (1.8.7.1); d’autre part, 2y est par définition le faisceau conormal r,(g)
de I'immersion g (16.3.1), et dire que f est formellement non ramifié signifie donc que
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9r(g)=o0 (17.2.1). En outre, g est localement de présentation finie (1.4.3.1); donc
Ihypothése %ry(g)=o0 entraine que g est une immersion ouverte (16.1.10); étant
surjective, cette immersion est un isomorphisme, donc f est un monomorphisme (I, 5.3.8).

17.3. Morphismes lisses, morphismes non ramifi€s, morphismes étales.

Définition (17.3.1). — On dit qu’un morphisme f: X —>Y est lisse (resp. non ramifié, ou
net (') resp. étale) s’il est localement de présentation finie et formellement lisse (vesp. formellement
non ramifié, resp. formellement étale).

On dit encore alors que X est lisse (resp. non ramifié ou net, resp. étale) sur Y.

Nous verrons plus loin (17.5.2) que cette définition d’un morphisme lisse coincide
avec celle déja donnée dans (6.8.1); jusque-la, c’est la définition de (17.9.1) que nous
utiliserons exclusivement.

I1 est clair que dire que f est étale signifie qu’il est a la fois lisse et non ramifié.

Remarques (17.3.2). — (i) On notera que la définition (17.3.1) peut s’ex-
primer uniquement a I'aide du foncteur

Y’'~>Homy (Y, X)

considéré dans (17.1.2, (iii)), car dire que f est localement de présentation finie

équivaut a dire que le foncteur précédent commute aux limites projectives de schémas
affines (8.14.2).

(ii) Soient A un anneau, B une A-algeébre. On dit que B est une A-algebre lisse
(resp. mon ramifide, resp. étale) si le morphisme correspondant Spec(B)—>Spec(A) est
lisse (resp. non ramifié, resp. étale). Il revient au méme de dire que B est une A-algébre
de présentation finie (1.4.6) et formellement lisse (resp. formellement non ramifiée, resp.
formellement étale) pour les topologies discreétes.

(iii) II résulte de (17.1.6) et de la définition d’un morphisme localement de pré-
sentation finie (1.4.2) que les notions de morphisme lisse, non ramifié et étale sont
locales sur X et sur Y.

Proposition (17.9.3). — (1) Une immersion ouverte est étale. Pour qu’une immersion soit
non ramifide, il faut et il suffit qu’elle soit localement de présentation finie.

(i1) Le composé de deux morphismes lisses (resp. non ramifiés, resp. éiales) est lisse (resp.
non ramifié, resp. étale). ‘

(i) 87 f: X—>Y est un S-morphisme lisse (resp. non ramifié, resp. étale), il en est
de méme de figy: Xgy—=>Y g pour toute extension S'—S du préschéma de base.

(iv) St f:X->X' et g:Y>Y' sont deux S-morphismes lisses (resp. non ramifiés,
resp. étales), il en est de méme de fxgg: X XgY—->X'XY'".

(*) Les mots « net» et « formellement net » paraissent bien préférables & la terminologie consacrée de « non
ramifié » (resp. « formellement non ramifié ») et seront employés & peu prés exclusivement & partir du chap. V.
Dans ce chapitre, nous avons conservé ’ancienne terminologie afin de ne pas entrer en conflit avec (0, 19.10).
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(v) Sotent f:X->Y, g:Y—>Z deux morphismes; si g est localement de type fini et
st gof est non ramifié, alors f est non ramifié.

Cela résulte aussitdt de (1.4.3) et de (17.1.3).

Proposition (17.3.4). — Sotent f: XY, g:Y—>Z deux morphismes, et supposons g
non ramifié. Alors, si gof est lisse (vesp. non ramifié, resp. étale), il en est de méme de f.

En effet, comme g et gof sont localement de présentation finie, il en est de méme
de f (1.4.3, (v)); la conclusion résulte donc de (17.1.4) et (17.1.3, (V)).

Corollaire (17.3.5). — Supposons g étale ; alors, pour que f soit lisse (resp. non ramifié,
resp. étale), il faut et il suffit que gof le soit.

Cela résulte de (17.3.4) et de (17.3.3, (ii)).

Proposition (17.3.6). — Sotent g:Y—>S, h: XS deux morphismes localement de
présentation finie. Pour qu’un S-morphisme f:X—>Y soit non ramifié, il faut et il suffit
que ’homomorphisme canonique (16.4.19)

f*( %{/s) _’-Q%/s
sott surjectif.

Comme f est alors localement de présentation finie (1.4.3, (v)), la proposition
résulte aussitdt de (17.2.2).

Définition (17.3.7). — Soit f:X—>Y un morphisme. On dit que f est lisse (resp. non
ramifié, resp. étale) en un point xeX s'il existe un voisinage ouvert U de x dans X tel que la res-
triction | U soit un morphisme lisse (resp. non ramifié, resp. étale) de U dans Y.

On dit encore alors que X est lisse (resp. non ramifié, resp. étale) sur Y au point x.

Compte tenu de la remarque (17.3.2, (iii)), il revient au méme de dire que f est
un morphisme lisse (resp. non ramifié, resp. étale) ou qu’il est lisse (resp. non ramifié,
resp. ¢tale) en chaque point de X.

Il est clair que I’ensemble des points de X ou un morphisme f:X-—Y est lisse
(resp. non ramifié, resp. étale) est ouvert dans X.

Proposition (17.3.8). — Pour tout préschéma Y et tout Oy-Module localement libre &
de type fini, le préschéma fibré vectoriel V(&) (I, 1.7.8) est un Y-préschéma lisse.

En effet (17.3.2, (iii)), on peut se borner au cas ou Y =Spec(A) est affine et
V(&)=Spec(A[T,, ..., T,]); comme A[T,, ..., T,] est une A-algébre formellement
lisse pour les topologies discrétes (0, 19.3.2) et de présentation finie, cela démontre la
proposition (17.3.2, (ii)).

Corollaire (197.3.9). — Sous les hypothéses de (17.3.8), le préschéma fibré projectif P(&)
(IL, 4.1.1) est un Y-préschéma lisse.

On peut encore se borner au cas ot Y =Spec(A) est affine et P(&)=P5.
On sait alors (II, 2.3.14) qu’on a un recouvrement ouvert fini de P} en prenant
les D, (T;) (o<i<r), égaux respectivement aux spectres des anneaux Sg, ott on
remplace S par A[T,, Ty, ..., T,] et f par T;; mais il résulte aussitét de la définition
de S; (H,2.2.1) que cet anneau, dans le cas considéré, est isomorphe &
A[T,, ..., Ti_1, Ty, - .-, T,]; donc le corollaire résulte de (17.3.8).
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17.4. Caractérisations des morphismes non ramifiés.

Théoréme (17.4.1). Sotent f: X—Y un morphisme localement de présentation finie,
x un point de X. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) f est non ramifié au point x.

b)  Le morphisme diagonal A;: X —->XxyX est un isomorphisme local au point x.

b') Silon pose A= ({,0), Z=XxyX et z=1{y(x), homomorphisme 0% : Oy ,—~0y ,
est bijectif.

b"") Pour tout morphisme g:Y'—Y, et tout point y €Y' au-dessus de y=Ff(x), toute
Y'-section 5" de X'=XxyY' telle que x'=s'(y") soit au-dessus de x est un isomorphisme local
au point y'.

c) Ona (.Q%/Y)zzo.

d) Le k(y)-préschéma () est non ramifié sur k(y) au point x.

d’) Le point x est isolé dans X, =f"'(y) (autrement dit (Erry;, 20), le morphisme f
est quasi-fin au point x) et anneau Ox, , est un corps, extension séparable de k().

d”) Lanneau Ox ,=0x ,/m,Ox , est un corps, extension finie séparable de k().

e) Lanneau Oy , est une Oy ,algébre formellement non ramifiée pour les topologies
discretes.

Comme f est localement de type fini, le Ox-Module 2%y est de type fini (16.3.9),
donc il revient au méme de dire que (2%y),=0 ou qu’il existe un voisinage ouvert U
de x tel que Q%y|U=o0. Compte tenu de (17.2.1), cela prouve I’équivalence de a)
et ¢). D’autre part, si 'on pose A=0y,, B=0g,, on a (Q%y),=Q, (16.4.15),
et ’équivalence de ¢) et ¢) résulte donc de (0, 20.7.4).

Comme d’) ne fait intervenir que des propriétés du morphisme X, —Spec(k()),
I’équivalence de @) et d') entrainera ipso facto celle de d) et d'). D’autre part d’') et d”’)
sont équivalentes, car il revient au méme de dire que Uy, , est une k(y)-algebre finie
ou que x est un point isolé de X, puisque X, est un k(y)-préschéma localement de type
fini (I, 6.4.4).

Prouvons maintenant ’équivalence de &) et b’). On peut se limiter au cas ou
Y =Spec(R) et X =Spec(S) sont affines et f de présentation finie; alors on a
Z =Spec(S®S) et A; correspond a 'homomorphisme canonique surjectif S®gS—S,
dont on sait que le noyau § est un idéal de type fini (0, 20.4.4). Si 'on pose j:%,
le 0p;-Module ¢ (Ox)=0g4/ ¢ est donc de présentation finie, et I'hypothese que
Ihomomorphisme 6, : 05 , — (§,(0x)), est bijectif entraine qu’en remplagant au
besoin X par un voisinage ouvert de x, ’homomorphisme 6:0; — ¢ (Ox) est lui-
méme bijectif (0;, 5.2.7). Cela montre donc que §’) entraine b); la réciproque est
évidente.

D’autre part, ’équivalence de 4) et &’') résulte de (I, 5.3.7) sans hypothése de
finitude sur f : la donnée d’une Y'-section s’ :Y'—>X' équivaut en effet a celle d’'un
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Y-morphisme £=g'os' : Y'->X (o g':X'—>X est la projection canonique), de sorte
que s'=(1y, h)x, et alors le diagramme

Y - X=Y'xyX
(x7.4.1.1) h lhxxlx
X — XXYX
Af

identifie Y’ au produit des (X XyX)-préschémas X et X'. Par suite (I, 4.3.2) si A, est
un isomorphisme local au point #, s est un isomorphisme local au point y’ (puisque
x=~h(y")), ce qui prouve que b) implique 4’’). La réciproque s’obtient en appliquant 4’')
au cas oi 'on prend Y'=X, y'=x, g=f et s'=A,.

Pour achever la démonstration de (17.4.1), il suffit de prouver les implications

d')=¢)=b)=>d")

d")=c¢) : Comme Q%y est un Ox-Module de type fini, il résulte du lemme de
Nakayama que la condition ¢) équivaut a (Q%y),/m,(Q%y),=0, c’est-a-dire (16.4.5)
a (Qkylspw(k(y)))x:o. On est donc ramené au cas ot Y est le spectre d’un corps £
et X un £-préschéma algébrique. L’hypothése que Oy , est un corps &', extension finie
de £, entraine d’abord que x est fermé dans X (I, 6.4.2), puis que x est point maximal
du préschéma noethérien X, donc est un point isolé de X. Remplacant X par Pouvert {x}
de X, on peut donc supposer que X=Spec(k’); mais alors ’hypothése que £’ est extension
finie séparable de k entraine O, =o (0, 20.6.20), ce qui prouve ¢).

¢)=b) : On a vu plus haut que I'on a alors 2%y|U=o0 pour un voisinage ouvert U
de x dans X; P’assertion ) résulte alors de la définition de 2%y (16.3.1) et de (16.1.9).

b)=d”) : Remplagant X par un voisinage ouvert de x, on peut supposer que 4,
est une immersion ouverte; si Pon désigne par f, : X,—Spec(k()) le morphisme déduit
de f par changement de base, A est alors aussi une immersion ouverte (I, 5.3.4),
et comme la condition d"’) ne concerne que le préschéma X, , on voit qu’on peut se borner
au cas ou Y est le spectre d’'un corps £, X le spectre d’une £-algébre A de type fini; la
propriété d'’') sera établie si 'on prouve que A est une k-algebre finie et séparable, une telle
algeébre étant composée directe d’extensions finies séparables de £. Si K est une extension
algébriquement close de £, il revient au méme de dire que A®, K est une K-algébre finie
et séparable (4.6.1), donc on voit qu’on peut se borner au cas ou k£ est algébriquement
clos. Montrons d’abord que A est une £-algebre finie : il suffira de montrer que tout point
Jermé x de X est is0lé, car alors I’ensemble de ces points est ouvert dans X et discret, donc
fini puisqu’il est quasi-compact (X étant noethérien), ce qui établira notre assertion en
vertu de (I, 6.4.4). Or, on a alors k(x)=£ puisque £ est algébriquement clos (I, 6.4.3),
donc il y a une Y-section s de X telle que s(Y)={x}, et en vertu de (17.4.1.1),
{x} est l'image réciproque de la diagonale Ay(X) par un morphisme X->XxyX,
donc {x} est ouvert dans X en vertu de ’hypothése ). On a ainsi montré que A est une
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k-algébre finie, composée directe de k-algébres finies locales. Pour exprimer que A; est
une immersion ouverte, on peut donc se borner au cas o A est une £-algébre locale
finie, X =Spec(A) étant donc réduit a un seul point; le corps résiduel de A, étant une
extension finie de £, est nécessairement identique a £, et par suite (I, 3.4.9) XX, X est
réduit 2 un seul point et A; est donc nécessairement un isomorphisme. Or, puisque A
est une k-algébre, ’homomorphisme canonique A®,A—A ne peut étre bijectif que
si A=k C.Q.F.D.

Remarque (17.4.1.2). — Supposons seulement que f soit localement de type fini.
Alors %,y est encore un Ox-Module de type fini (16.3.9), et A; un morphisme locale-
ment de présentation finie (1.4.3.1). Toute la démonstration de (17.4.1) est donc
valable, a condition de remplacer a) par : la restriction de f @ un voisinage convenable de x
est un morphisme formellement non ramifié. On voit en outre que dans ce cas la restriction
de f & un voisinage convenable de x est un morphisme localement quasi-fini.

Corollaire (17.4.2). — Soit f:X—Y un morphisme localement de présentation finie.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) f est non ramifié.

b) Le morphisme diagonal A;: X—+XXyX est une immersion ouverte.

b") Pour tout morphisme Y'Y, toute Y'-section de X' =X XyY' est une immersion
ouverle.

c) Ona Qy=o.

d) Pour tout yeY, le E(p)-préschéma f~'(9) est non ramifié sur k().

d’) Pour tout yeY, le k(y)-préschéma f~*(p) est isomorphe & un préschéma de la forme
l]éILSpec(KA), ou, pour tout neL, K, est une extension finie et séparable de k().

e) Pour tout xeX, Panneau Ox , est une Oy y,-algébre formellement non ramifice pour
les topologies discrétes.

Corollaire (17.4.3). — St f: X—>Y est non ramifié, alors f est localement quasi-fini
(Erxryy, 20).

Proposition (17.4.4). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f:X->Y un
morphisme localement de type fini, x un point de X, y=f(x). Posons A=0y,, B=0x ,, qui
sont des anneaux locaux noethériens, et soit k le corps résiduel de A. Alors les conditions équivalentes a)
a e) du théoréme (17.4.1) sont aussi équivalentes & chacune des suivantes :

f) B®;k est un corps, extension finie séparable de k (ce qui entraine que B est une
A-algébre finie).

) B est une A-algébre formellement non ramifiée pour les topologies adiques.

Si de plus k(x)=Fk(y), ou si k est séparablement clos, ces conditions équivalent aussi & :

£) L’ homomorphisme A>B est surjectif.

Notons d’abord, par le méme raisonnement que dans (0, 19.3.6), qu’il revient
au méme de dire que B est une A-algébre formellement non ramifiée pour les topologies
préadiques, ou que B est une A-algébre formellement non ramifiée pour les topologies
adiques. D’autre part, 'hypothése que f est localement de type fini entraine que Qf,
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est un B-module de type fini (16.3.9), donc séparé pour la topologie n-préadique (ou n
est I'idéal maximal de B) (0y, 7.3.5); il revient par suite au méme de dire que Qp, =0
ou que f)};/A:o; donc (0, 20.7.4), il revient au méme de dire que B est une A-Algebre
formellement non ramifiée pour les topologies discrétes, ou pour les topologies préadiques.
Ceci prouve I'équivalence des conditions ¢) et /). Si m est I'idéal maximal de A, on a
k=Am=A/mA, donc B®;t—=B/mB—=B®,(B/mB), et par suite (0, 7.5.5) B/mB est
le complété de B/mB=B®,k pour la topologie n-préadique; ceci prouve I’équivalence
de d"’) et de f). Enfin, lorsque k(x)=k(y) ou lorsque £ est séparablement clos, la condi-
"tion f) entraine que I’homomorphisme A/mA»ﬁ /mﬁ est bijectif; la condition f)
implique d’autre part que B est une A-a]gébre quasi-finie (0, 7.4.4), donc finie puisque A
est complet et B séparé pour la topologie m-préadique, mB étant un idéal de définition
de B (07, 7-4.1). L’homomorphisme A—B est donc surjectif en vertu du lemme de
Nakayama. Donc f) entraine alors '), et la réciproque est évidente.

(17.4.5) Etant donnés un S-préschéma Y et deux S-morphismes f:X-Y,
g: XY, on en déduit canoniquement un S-morphisme (f, g)g: X—->Y XsY. Nous
appellerons préschéma des coincidences de f et g I'image réciproque par (f, g)g de la diago-
nale Ayg; c’est donc un sous-préschéma de X, qui est fermé lorsque Y est un
S-schéma (I, 5.4.1).

Proposition (17.4.6). — Sotent h: Y —S un morphisme non ramifié, et soient f: XY,
g : X—=Y deux S-morphismes. Alors le préschéma C des coincidences de f et g est un sous-préschéma
induit sur un ouvert de X; si de plus Y est un S-schéma (I, 5.4.1), C est un sous-préschéma fermé
de X. (

En effet, puisque A,:Y—->Y XY est une immersion ouverte (17.4.2), I'image
réciproque par (f, g)g de Ay g est un sous-préschéma induit sur un ouvert de X (I, 4.4.1).
La derniére assertion résulte de (17.4.5). ‘

Corollaire (x77.4.7). — Sous les hypothéses de (17.4.6), soit x un point de X tel que les
deux morphismes composés Spec(k(x)) - X Ly e Spec(k(x)) - X LY soient égaux. Alors
il existe un voisinage ouvert U de x tel que f|U=g|U. Si de plus Y est un S-schéma, il existe
un voisinage ouvert et fermé X' de x dans X tel que f|X'=g|X'. Si enfin on suppose en outre
que X est connexe, on a f=g. ) \ ‘

Cela résulte de (17.4.6) et de (I, 5.3.17). _

Corollaire (177.4.8). — Sous les hypothises de (17.4.6), supposons que le morphisme struc-
tural @ =hof=hog de X dans S soit fermé. Soit s un point de S; soit X, le Ike(s)-préschéma ¢ =~ (s)
et supposons que les deux morphismes composés X, — X Ly a X, > X LY soient égaux.
Alors il existe un voisinage owvert V de s dans S tel que f|o = (V)=g|o (V). SideplusY est un
S-schéma et si ¢ est ouvert, on peut prendre V ouvert et fermé. Si enfin on suppose de plus S connexe,
ona f=g.

Il résulte de (17.4.7) que le préschéma G des coincidences de f et ¢ est induit sur
un ouvert de X et contient X,. Comme ¢ est fermé, il existe un voisinage ouvert V de s
tel que ¢~ 1(V)cC. Side plus Y est un S-schéma, C est fermé, donc ¢(X—C) est ala
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fois ouvert et fermé dans S, et son complémentaire V dans S est donc un voisinage ouvert
et fermé de s tel que ¢~ (V) cC.

Proposition (17.4.9). — Sotent Y un préschéma connexe, f:X—Y un morphisme non
ramifié et séparé. Alors toute Y-section g de X est un isomorphisme de Y sur une composante connexe
ouverte de X, et Uapplication g—~>g(Y) est une bijection de T'(X[Y) sur ensemble des composantes
connexes Z, de X (nécessairement ouvertes dans X) telles que la restriction de f & Z soit un isomor-
phisme de Z. sur Y. En particulier, si g’ et g'’ sont deux Y-sections de X telles que g'(y)=g"()
pour un yeY, ona g =g". .

Il résulte en effet de (17.4.1, b”’)) qu’une Y-section s de X est une immersion
ouverte, et comme X est un Y-schéma, s est aussi une immersion fermée (I, 5.4.7);
il en résulte que s est un isomorphisme de Y sur un sous-préschéma de X induit sur une
partie ouverte et fermée de X, et comme s(Y) est connexe, c’est nécessairement une
composante connexe de X. Le reste de la proposition est immédiat. ‘

Remarque (17.4.10). — Compte tenu de la remarque (17.4.1.2), on voit que,
dans les énoncés (17.4.6) a (17.4.9), on peut remplacer partout les mots « non ramifié »
par « formellement non ramifié et localement de type fini ».

17.5. Caractérisations des morphismes lisses.

Théoréme (17.5.1). — Soient f:X—>Y un morphisme localement de présentation finie,
x un point de X, y=f(x). Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f est lisse au point x. ,

b) f est plat au point x et le k(y)-préschéma f~1(y) est lisse sur k(y) au point x.

b’) f est régulier au point x (6.8.1).

c) Lanneau Ox , est une Oy ,-algébre formellement lisse pour les topologies discrétes.

On peut se borner au cas od Y =Spec(A), X=Spec(C), ou GC=B/3J,
B=A[T,, ..., T,] étant une algébre de polynémes et J un idéal de B de type fini. L’équi-
valence de a) et ¢) résulte alors de I’équivalence de @) et ¢) dans (0, 22.6.4). D’autre
part, appliquanf ce résultat au morphisme localement de type fini f~1(») — Spec(k(y)),
on voit que I’équivalence de 5) et &) résulte de ’équivalence de @) et b) dans (6.8.6).
Reste donc a démontrer I’équivalence de a) et b). N

Montrons d’abord que @) entraine 4); notons p I'idéal premier j, dans C, t I'idéal
premier j, dans Aj;ona p=q/J, ol q est un idéal premier de B et t est 'image réciproque
de g dans A. L’hypothése a) entraine d’abord que f~*() est lisse sur k() au point x
par (17.3.3), et il s’agit de montrer en outre que C,=0y, est un A,-module plat.
Comme G, est une A,-algebre formellement lisse et que B est une A-algebre formellement
lisse (pour les topologies discrétes), le critére jacobien (0, 22.6.4), joint & (0, 19.1.12),
entraine qu’il existe dans § un systéme de 7 polynémes u; (1<i<r) et rindices j; (1<i<7)
tels que les images des #; dans 3J,/3% engendrent ce B-module et que P'on ait

(r7.5.1.1) det(0u;/0T;,) ¢q.
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Notons maintenant que si g : Spec(B) — Spec(A) est le morphisme structural,
la fibre g7'(y) est le spectre de 'anneau régulier k(»)[Ty, ..., T,] (0, 17.3.%), donc
Panneau local noethérien B /tB, en un point de cette fibre est régulier. Or, la condition
(17.5.1.1) entraine que les images canoniques u; des % dans lidéal maximal m
de B,/tB, sont linéairement indépendantes mod. m? : sinon, en effet, il existerait des poly-

r
némes w,eB (1<i<r) n’appartenant pas tous & q et tels que 2 wyeq®. En dérivant
r i=1

par rapport aux T, on en conclurait que _glw,-(aui/aTjk)eq pour 1<k<r, ce qui
contredirait (17.5.1.1) puisque q est premier. On conclut donc de (0, 17.1.7) que (3;)
est une suite réguliere dans B /tB,. Mais comme le morphisme g est localement de pré-
sentation finie et que B est un A-module plat, il résulte de (11.3.8) que les images

canoniques u, des u; dans B, forment aussi une suite réguliére et que B,/(Zu;B,) est un
i

A,-module plat. Comme les images des u; dans J, /I engendrent ce B,-module, il
résulte du lemme de Nakayama que I'on a 2#/B,=3,, et C,=B,/J, est donc bien
un A,-module plat. '

Prouvons enfin que #) implique a). Avec les mémes notations, I’hypothese que B, /3,
est un A,-module plat entraine que I’homomorphisme canonique J,/tJ, — B,/tB, est
injectif (01, 6.1.2), de sorte que J,/tJ, est identifié¢ & un idéal de B,/rB,. Comme B, /tB,
est une A,-algeébre formellement lisse pour les topologies discrétes, on peut appliquer
a C,=(B,/tB,)/(J4/t3s), le critére jacobien (0, 22.6.4); joint & (0, 19.1.12), ce dernier
prouve, en vertu de I’hypothése 5), Iexistence de r polynoémes v;ek(y)[T,, ..., T,]
tels que leurs images dans (J,/t3,)/(J,/tJ,)? engendrent ce (B,/tB,)-module et que
Pon ait

(r7.5.1.2) det(dv;/0T;,) ¢qB,/tB,.

Si, pour tout 7, on désigne alors par »; un élément de J dont ; est I'image canonique,
il résulte de (17.5.1.2) que les u; vérifient la condition (17.5.1.1); d’autre part, en
vertu du lemme de Nakayama, les images ; des #; dans J, engendrent ce B;-module.
Le critére jacobien (0, 22.6.4) joint a (0, 19.1.12), prouve alors que C,=B./J, est
une A,-algébre formellement lisse pour les topologies discrétes. C.Q.F.D.

Corollaire (x7.5.2). — Soit f: XY un morphisme localement de présentation finte.
Pour que f soit lisse (au sens de (17.3.1)), il faut et il suffit que f soit régulier (6.8.1), autrement
dit que f soit plat et que pour tout yeY, fTU(p) soit un k(p)-préschéma géométriquement
régulier (6.7.6). :

On a ainsi établi {’éguivalence des deux définitions de « morphisme lisse » données
dans (6.8.1) et (17.3.1).

Proposition (17.5.8). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f: X—Y un
morphisme localement de type fini, x un point de X, y=f(x). Posons A=0y,, B=0x,, qui
sont des anneaux locaux noethériens. Alors les conditions équivalentes a) d c) de (17.5.1) sont aussi
équivalentes & chacune des suivantes :
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d) B est une A-algebre formellement lisse pour les topologies préadiques.
d) B est une A-algébre formellement lisse pour les topologies adiques.
St de plus k(x)=EK(Y), ces conditions équivalent aussi a :

d”') B est une A-algtbre isomorphe & une algébre de séries formelles A[[T,, ..., T,]].

L’équivalence de la condition ¢) de (17.5.1) et de d) résulte de I’équivalence
de a) et d) dans le critére jacobien (0, 22.6.4), et 1’équivalence de d) et d’) résulte
de (0, 19.3.6). D’autre part, d’) implique d’) sans hypothése sur les corps résiduels
(0, 19.3.4). Enfin, si m désigne I'idéal maximal de A, I'hypothése d’) entraine que B /mﬁ
est une k(y)-algebre locale noethérienne compléte, formellement lisse pour sa topologie
adique (0, 19.3.5); ’hypothése k(y)=FKk(x) entraine donc que B/mB est k( _y)-isomorphe
a une algebre de séries formelles k(y)[[T,, ..., T,]] (0, 19.6.4). Comme d’autre part,
A[[Ty, ..., T,]] est un A-module plat et une A-algébre locale noethérienne compléte,
on conclut de (0, 19.7.1.5) que cette algébre est isomorphe a B. Donc d’) entraine d” )
sous ’hypothéese additionnelle k(x)=Ek(y).

Remarque (x7.5.4). — Supposons que Y soit un préschéma localement noethérien,
et f: X—Y un morphisme localement de type fini. Le critére (17.5.3, 4)), joint a
(0, 22.1.4) montre que pour démontrer que f est lisse, on peut appliquer la définition
(17.1.1), en se restreignant au cas ou le schéma affine Y’ est le spectre d’un anneau local
artinien.

Proposition (17.5.5). — Sotent Y un préschéma localement noethérien, f:X—Y un
morphisme localement de type fini, x un point de X, y=f(x). Supposons que Y soit réduit au
point y. Alors, pour que f soit lisse au point x, il faut et il suffit que f soit universellement ouvert
dans un voisinage de x dans f~(y) et que f=1(p) soit un k(y)-préschéma géométriquement régulier
au point x.

Compte tenu de (17.5.1), tout revient & voir que, si f~'(») est un k(y)-préschéma
géométriquement régulier au point x, il est équivalent de dire que f est plat au
point x ou universellement ouvert dans un voisinage de x dans f~'(»). Or, si f est
plat au point x, il I’est dans un voisinage de x dans X (11.1.1) et par suite est
universellement ouvert dans ce voisinage (2.4.6). Réciproquement, I’hypothése que f
est universellement ouvert dans un voisinage de x dans f~(y) et que f~'(y) est un
k(y)-préschéma géométriquement régulier au point x entraine que f est plat au point ¥,
puisque Oy , est réduit (15.2.2).

Corollaire (17.5.6). — Sotent Y un préschéma localement noethérien, f:X—>Y un
morphisme localement de type fini, x un point de X, y=f(x). On suppose que Y soit réduit et
géométriquement unibranche (6.15.1) au point y. Alors, pour que f soit lisse au point x,
il faut et il suffit que f soit équidimensionnel au point x et que f~'( y) soit un k(y)-préschéma géomé-
triquement régulier au point x.

En remarquant que I'ensemble des points ou f est équidimensionnel est ouvert
(13.38.2), on voit que le corollaire résulte de (17.5.5) et du critére de Chevalley (14.4.4).

Le fait que f soit un morphisme lisse en un point entraine en particulier que f vérifie
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en ce point foutes les propriétés définies dans (6.8.1). On a donc les propriétés suivantes,
que nous rappelons pour la commodité des références :

Proposition (x7.5.7). — Soit f: X—~Y un morphisme localement de présentation finie,
lisse en un point xeX; posons y=f(x). Alors, pour que I'anneau O , soit réduit (vesp. intégrale-
ment clos, resp. géoméiriquement unibranche), il faut et il suffit que Oy , le soit.

Cela a en effet été prouvé dans (11.3.13) et (11.3.14) complété par Erryy, 30.

Proposition (17.5.8). — Sotent Y un préschéma localement noethérien, f:X-—>Y un
morphisme localement de type fini, lisse en un point x€X; posons y=f(x). Alors :

(i) On a dim(@xyx)=dim(0Y,y)—l—dim(@x,z(@%,yk(y)).

(i) On a coprof(0y ,)=coprof(¥y ).

(iii) Pour que Panneau Oy , possede la propriété (S,) (5.7.2) (resp. (R,) (5.8.2)),
i faut et 1l suffit que I’anneau Oy , la posséde. En particulier, pour que Ox , soit régulier, il faut
et il suffit que Oy , le soit.

Ce sont des cas particuliers de (6.1.2), (6.3.2), (6.4.1) et (6.5.3).

17.6. Caractérisations des morphismes étales.

Théoréme (x7.6.x). — Sotent f: X —>Y -un morphisme localement de présentation finie,
x un point de X, y=f(x). Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f est étale au point x. ,

a’) f est lisse au point x et mon ramifié au point x.

b) f est lisse au point x et quasi-fini au point x (Erry;, 20).

c) f est plat au point x et non ramifié au point x.

c') f est plat au point x et Panneau Ox ,[m,Ox , est un corps, extension finie séparable
de k().

d) Lanneau O , est une Oy ,-algébre formellement étale pour les topologies discrétes.

L’équivalence de a) et a’) résulte aussitét des définitions; celle de a) et d) résulte
de I’équivalence de @) et ¢) dans (17.4.1) et de 'équivalence de a) et d) dans (17.5.1).
L’équivalence de ¢) et ¢’) résulte de I’équivalence de a) et d') dans (17.4.1). Le fait
que a') implique ¢’) découle de (17.5.1); inversement, si ¢’) est vérifiée, f est régulier
(donc lisse par (17.5.1)) au point #, car si K est une extension finie séparable d’un corps £,
alors, pour toute extension £’ de £, Spec(K®,£’) est régulier, étant somme d’un nombre
fini de spectres de corps. Le fait que a’) implique 5) résulte de (17.4.1, 4')) et de
(17.5.1, 8)). Il reste donc a voir que &) entraine ¢), et comme on sait déja que f est plat
au point x, par (17.5.1), il suffit de montrer que f~*( ») est un k( y)-préschéma non ramifié
sur k(y); autrement dit, on est ramené a prouver que &) entraine ¢) lorsque Y ==Spec(f)
est le spectre d’un corps £. Comme la question est locale sur X, on peut se borner au cas
ou X =Spec(A), ol A est une k-algtbre finie et locale (07, 7.4.1). En vertu de ’hypo-
theése 8), A est une £-algébre formellement lisse pour les topologies discrétes, qui coincident
ici avec les topologies préadiques; donc (0, 19.6.5), A est un anneau local régulier, donc
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un corps puisqu’il est artinien, et il résulte alors de (0, 19.6.5.1) que A doit étre une
extension finie et séparable de £, ce qui acheéve la démonstration (17.4.1).

Corollaire (17.6.2). — Soit f:X—Y un morphisme localement de présentation finie.
Les conditions sutvantes sont équivalentes :

a) f est étale.

a’) f est lisse et non ramifié.

b) f est lisse et localement quasi-fini (Exrry;, 20).

c) f est plat et non ramifié.

c') f est plat, et toute fibre f~'( ) est un k(y)-schéma somme de spectres de corps, exten-
stons finies et séparables de k().

c’) fest plat, et pour tout yeY et toute extension algébriquement close k' de k(y), la « fibre
géométrique » 71 9) @y, k' est somme de spectres de corps isomorphes a k'

Le seul point qui reste a démontrer est I’équivalence de ¢’) et ¢’’). Il est clair que ¢’)
entraine ¢”’) par changement de base (17.3.3). D’autre part, comme le morphisme
projection f~'(»)®,, k' —f"'(») est ouvert (2.4.10), I'hypothése ¢”’) entraine que
Pespace f () est discret, donc, pour tout point xeX,=/f"(y), 'anneau local O ,=A
est une k(y)-algebre finie, donc un anneau local artinien; en outre il résulte de ¢”')
que Spec(A®,, k') est somme de spectres de corps isomorphes a k', ce qui n’est possible
que si A est un corps, extension finie séparable de k(y) (4.6.1).

Proposition (17.6.3). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f: XY un
morphisme localement de type fini, x-un point de X, y=f(x). Posons A=0y ,,B=0x,, qui
sont des anneaux locaux noethériens, et soit k le corps résiduel de A. Alors les conditions équivalentes a)
a d) de (17.6.1) sont aussi équivalentes & chacune des suivantes :

e) B est une A-algebre formellement étale pour les topologies adiques.

') B est un A-module libre et BOyk est un corps, extension finie et séparable de k (ce qui
entraine que B est une A-algébre finie). ‘ '

Si de plus k(x)=k(p), ou si k est séparablement clos, ces conditions équivalent aussi & :

e’’) L’ homomorphisme canonique A>B est bijectif. ‘

L’équivalence de ¢) et de chacune des conditions de (17.6.1) résulte aussitot
de (17.4-4, f')) et (17.5.3, d’)). Le fait que ¢) entraine ¢’) résulte de (17.4.4, f)) et
de (0, 19.7.1), compte tenu de ce que B est alors une A-algeébre finie (17.4.4) et qu’il
revient donc au méme de dire que B est un A-module plat ou un A-module libre
(O, 10.1.3). Inversement, le fait que ¢') entraine ¢) résulte de (17.4.4) et de
(0, 19.7.1). Enfin, ¢’) entraine que ’homomorphisme A B est injectif, et si k(x) =k(J)
ou si k est séparablement clos, cet homomorphisme est surjectif par (17.4.4). La réciproque
est immédiate.

Proposition (17.6.4). — Sous les hypothéses de (17.6.3), si f est étale au point x, on a
dim(0x ,) =dim(0y,,).

C’est un cas particulier de (17.5.8, (i)) puisque x est isolé dans sa fibre f~!().
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17.7. Propriétés de descente, de passage a la limite et de constructibilité,

Proposition (x7.7.x). — Soient f:X—>Y un morphisme localement de présentation
Sinie, g:Y' =Y un morphisme, X'=XXyY', f'=Ffgy: X' =Y et g : X =X les projec-
tions canoniques. Soit x' un point de X' et posons x=g'(x'), y'=f'(x").

(1) St f’ est non ramifié au point %', alors f est non ramifié au point x.

(i1) Supposons de plus que g soit plat au point y'. Alors, si f' est lisse (vesp. étale) au point x’,
[ est lisse (vesp. étale) au point x.

Posons y=f(x)=g(y'), de sorte que Pon a f'~'(y)=f""(y)®y,k(»’); notons
que f' est localement de présentation finie.

(i) Comme la propriété pour un morphisme (localement de présentation finie)
d’étre non ramifié en un point ne fait intervenir que la fibre du morphisme en ce point
(17.4.1, d)), on peut se borner au cas olt Y et Y’ sont des spectres de corps. Mais alors
il revient au méme de dire que f (resp. f’) est non ramifié en x (resp. x’) ou qu’il est
étale en ce point (17.6.1, ¢)), donc (i) est une conséquence de (ii).

(ii) Comme f” est plat au point x* (17.5.1), I’hypothése que g est plat au point y’
entraine que f est plat au point x, car la projection g’ : X'—X est un morphisme plat au
point ', et fog'=gof’ est un morphisme plat au point X’, d’ou la conclusion (2.2.11,
(iv)). Le fait que f soit lisse (resp. étale) au point x ne fait plus alors intervenir que la
fibre f~1(y) (17.5.1 et 17.6.1), et on est donc encore ramené au cas o Y= Spec(k)
et Y'=Spec(k’) sont des spectres de corps. Dire que f* est lisse au point ' signifie alors
(17.5.1) que X’ est un £’-préschéma géométriquement régulier au point »’, et cela
entraine (6.7.8) que X est un k-préschéma géométriquement régulier au point x, donc
que f est lisse au point x. Supposons de plus que f” soit étale au point x* de sorte que x’
est isolé dans f'~!(y’) (17.6.1); comme la projection f'~!(y) —f"Y(y) est un
morphisme ouvert (2.4.10), % est isolé dans f~'(»); comme on sait déja que f est lisse au
point x, il est étale en ce point (17.6.1).

Corollaire (17.7.2). — (i) Avec les notations de (17.7.1), soit U (resp. U’) Pensemble
des points de X (resp. X') ou f (vesp. f’) est non ramifié ; alors ona U’'=g~}(U).

(ii) Supposons de plus que g soit plat, et soit V (vesp. V') Pensemble des points de X o f
(resp. f*) est lisse ; alors V'=g=(V).

Corollaire (x7.7.3). — (1) Supposons g surjectif ; alors, pour que f soit non ramifié, il faut
et il suffit que f le soit.

(1) Soient f:X—>Y un S-morphisme, g : S'—S un morphisme fidelement plat. Supposons
que f soit localement de présentation finie, ou que g soit quasi-compact. Alors, pour que f soit lisse
(vesp. non ramifié, resp. étale), il faut et il suffit que f' le soit.

Dans (i), le cas ou f est localement de présentation finie résulte de (17.7.1). Si g est
quasi-compact et f lisse (resp. non ramifié, resp. étale), f* est localement de présentation
finie par (2.7.1, (iv)) et on est ramené au premier cas.

Proposition (17.7.4). — Sotent f:X—>Y un morphisme, g:Y' —Y un morphisme
plat et localement de présentation finie, X'=XXyY', f'=fyy: X' =Y et g : X' =>X les
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projections canoniques. Soit V (resp. V') Uensemble des xeX (resp. x'e€X') oi f posséde I'une
des propriétés suivantes (resp. ok f* posséde la méme propriété) : étre :

(1) localement de type fini;

(ii) localement de présentation finie ;

(iil) plat;

(iv) non ramifié;

(v) lisse;

(vi) étale.

Alors on a V'=g ~*(V) (autrement dit, pour que f' ait la propriété considérée
en un point #’, il faut et il suffit que f ait cette propriété au point x).

La propriété (iii) n’est mise que pour mémoire, et ne nécessite pas I’hypothése que g
soit localement de présentation finie ((2.2.11, (iv)), compte tenu du fait que la projection
g+ X’'—>X est un morphisme plat). En vertu de (17.7.2), les assertions relatives aux
propriétés (iv), (v) et (vi) sont des conséquences de I’assertion relative a (ii). Il suffit donc
de considérer les cas (i) et (ii). Il est clair que V’'Dg ~}(V); reste donc & montrer
que V'cg ~!(V); notons que les ensembles V et V' sont ouverts, et W=g'(V’) est
aussi ouvert dans X en vertu de (2.4.6). Il s’agit donc de prouver que le mor-
phisme f|W :W—Y est localement de type fini (resp. localement de présentation
finie); comme par hypothése le composé V' Lwilly (ot g est la restriction
de g’), égala V' Ly 2 Y, est localement de type fini (resp. localement de présentation
finie) et que g"’ est surjectif (donc fidélement plat), on est ramené a prouver le lemme
suivant, qui améliore (11.3.16) :

Lemme (17.7.5). — Sotent f: X->Y un morphisme fidélement plat et localement de présen-
tation finte, g :Y—Z un morphisme tel que gof : X—7Z ait 'une des propriétés suivantes : étre :

(1) localement de type fini;

(i1) localement de présentation finie ;

(iii) de type fin.

Alors g a la méme propriété.

St en outre f est quasi-compact ou g quasi-séparé, la méme conclusion est valable pour la
propriété :

(iv) étre de présentation finie.

Dans les cas (i) et (ii), il s’agit de voir que pour tout p€Y, il y a un voisinage ouvert
affine V de y dans Y et un voisinage ouvert affine W de z=g(y) dans Z contenant g(V)
tels que le morphisme VW, restriction de g, soit de type fini (resp. de présentation
finie). Or, il existe par hypothése un xeX tel que f(x)=y, un voisinage ouvert affine U
de x dans X, un voisinage ouvert affine V' de y dans Y contenant f(U) et un voisinage
ouvert affine W de z dans Z contenant g(V’) tels que le morphisme f; : U—>V’ restric-
tion de f soit plat et de présentation finie, et le morphisme g, : V'—>W restriction de g
tel que g,of; soit de type fini (resp. de présentation finie). Alors f(U) est ouvert dans Y
(2.4.6), et si VCf(U) est un voisinage affine de », le morphisme f,: fi'(V)—V,
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restriction de f], est encore de présentation finie et est en outre fidélement plat; de plus,
si go=g,|V, gyof; est de type fini (resp. de présentation finie), 'ouvert f;~*(V) étant
quasi-compact (resp. quasi-compact et quasi-séparé). On est alors ramené aux hypothéses
de (11.3.16), d’ott 'on conclut que g, est un morphisme de type fini (resp. de présentation
finie).

Dans le cas (iii) la question est locale sur Z, donc on peut supposer Z affine, et il
en résulte alors que X est quasi-compact, donc aussi Y =f(X). Le cas (iii) est donc
conséquence de (i).

Dans le cas (iv) (avec les hypothéses supplémentaires sur f ou g), on peut aussi
supposer Z affine, donc X et Y quasi-compacts; on sait en outre déja que g est localement
de présentation finie et quasi-compact (1.1.3), donc tout revient a voir que g est quasi-
séparé, et il suffit donc de montrer que cette propriété est vraie lorsque I’on suppose f
quasi-compact. Or, puisque gof est quasi-séparé, il en est de méme de f (1.2.2, (v));
comme f est quasi-compact et localement de présentation finie, il est de présentation
finie (1.6.1); il suffit alors de répéter le raisonnement du premier alinéa de la démons-
tration de (11.3.16).

Remarque (17.7.6). — Dans P’assertion relative & la propriété (iv), on ne peut supprimer I’hypothése que f
est quasi-compact; sans quoi, cela impliquerait que tout morphisme g:Y->Z quasi-compact et localement de
présentation finie serait de présentation finie, conclusion que I’on sait étre erronée (1.6.4). En effet, on peut se borner
au cas ol Z est affine, donc Y quasi-compact; il y a par suite un recouvrement fini (U;) de Y par des ouverts affines
tels que les restrictions g | U; soient de présentation finie; il suffirait alors de prendre pour X le préschéma somme
des U;, pour f:X-—>Y le morphisme canonique, qui est évidemment fidélement plat et localement de présentation
finie (1.4.3); gof serait de présentation finie en vertu du choix des U; et de (1.6.5), d’ol1 notre assertion.

Proposition (x7.7%7.7%7). — Sotent f:Y—S et h:X—>S deux morphismes localement de
présentation finie, g: X—Y un S-morphisme, x un point de X, y=g(x). Supposons que g soit
plat au point x. Alors, si h est lisse (vesp. non ramifié, resp. étale) au point x, f est lisse (resp. non
ramifié, resp. étale) au point y. :

Posons s=~Ah(x)=f(y). Dire que % est non ramifié au point x (resp. que f est non
ramifié au point y) équivaut a dire que A~'(s) est étale sur k(s) au point x (resp. que
SYs) est étale sur K(s) au point y) (17.4.1 et 17.6.1); comme le morphisme
g, h71(s) - f(s) déduit de g est plat au point ¥, on voit que 'on peut se borner a
prouver la proposition lorsque % est lisse ou étale au point . En outre, comme % est alors
plat au point x (17.5.1), f est plat au point », comme il résulte de (2.2.11, (iv)). Il
revient donc au méme (17.5.1) de dire que f est lisse (resp. étale) au point p, ou que
ST (s) est lisse (resp. étale) sur k(s) au point x. On est ainsi ramené au cas o S = Spec(k)
est le spectre d’un corps.

(i) Cas des morphismes lisses. Comme g est un morphisme localement de présentation
finie (1.4.3, (v)), il y a un voisinage ouvert U de ¥ dans X dans lequel g est plat (11.3.1)
et % lisse. En outre g(U) est un voisinage ouvert de » dans Y (2.4.6); remplagant X
par U et Y par g(U), on peut donc supposer que g est fidélement plat et que h est lisse,
et on est ramené a4 prouver que f est alors lisse. Si £’ est une extension algébriquement
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close de £, X®, k' est alors lisse sur £’ et en vertu de (17.7.3, (ii)), il suffit de prouver
que Y®,k" est lisse sur £ (puisque Spec(k’) — Spec(k) est fidelement plat); on peut
donc se borner au cas ou k est algébriquement clos. Comme P’ensemble des points de Y
rationnels sur £ est alors trés dense dans Y (10.4.8) et comme I’ensemble des points
de Y ol Y est lisse sur k£ est ouvert, on voit qu’il suffit de prouver que Y est lisse sur £ en
tout point rationnel sur k. Mais en un tel point y, dire que Y est lisse sur £ en ce point équi-
vaut a dire que Y est régulier en y (17.5.1et 6.7.8). Oron a y=g(x) pour un xeX et
par hypothése (17.5.1) X est régulier au point x; comme X et Y sont alors localement
noethériens et que g est plat, Y est bien régulier au point » (6.5.1, (i)).

(i1) Cas des morphismes étales. Par (i) on sait déja que f est lisse au point y; en vertu
de (17.6.1), il suffit donc de montrer que f est quasi-fini au point y, ou encore que Oy,
est une k-algebre finie. Or, comme Oy , est un Oy -module fid¢lement plat (0, 6.6.2),
Oy, , s’identifie & un sous-k-module de Oy , et comme Oy , est par hypothése une k-algébre
finie, il en est de méme de Oy ,.

Proposition (x7.7.8). — Les notations étant celles de (8.8.1), on suppose X, et Y,
localement de présentation finie sur S,. Sotent f,:X,—Y, un S -morphisme, f:X—>Y le
S-morphisme correspondant.

(1) Soient x un point de X, x, sa projection canonique dans X,. Pour que f soit lisse (resp.
non ramifié, resp. étale) au point x, il faut et il suffit qu’il existe N> tel que f, soit lisse (resp.
non ramifié, resp. étale) au point x,.

(ii) Supposons de plus X, quasi-compact. Pour que f soit lisse (resp. non ramifié, resp. étale),
il faut et il suffit qu’il existe N> tel que f, soit lisse (resp. non ramifié, resp. étale).

(i) Si y=f(x), »=rfi(x,) est la projection canonique de y dans Y,, et P'on a
SO =Y y,\)@k(y)‘)k( 9); la partie de I’énoncé concernant les morphismes non ramifiés
résulte donc de (17.7.1, (i), et il suffit donc de considérer le cas des morphismes
lisses. Comme f et f; sont localement de présentation finie, il revient au méme de dire
que f~!(y) est géométriquement régulier au point ¥ ou que fy'(y,) est géométri-
quement régulier au point x, (6.7.8). La proposition résulte donc de (17.5.1) et
de (11.2.6).

(ii) Pour tout 2, soit U, ’ensemble ouvert des x,eX, tels que f; soit lisse (resp.
non ramifié, resp. étale) au point x,; soit V, son image réciproque dans X. Comme, par
hypotheése, pour tout xeX il existe, en vertu de (i), un A tel que f; soit lisse (resp. non
ramifié, resp. étale) au point x,, X est réunion des V,. D’ailleurs (17.3.3), pour A<p
ona V,cV,, donc, comme X est quasi-compact, il existe un indice u tel que X=V,.
Comme les X, sont quasi-compacts, il résulte alors de (8.3.4) qu’il existe un indice v>p
tel que I'image réciproque de U, dans X, soit X, tout entier, ce qui signifie que f, est
lisse (resp. non ramifié, resp. étale) par (17.3.3).

Corollaire (17.7.9). — Sotent S =Spec(A) un schéma affine, f:X—S un morphisme.
Les conditions sutvantes sont équivalentes :

a) f est un morphisme de présentation finie et lisse (resp. non ramifié, resp. étale).

76



76 A. GROTHENDIECK Chap. IV

b) Il existe un schéma affine noethérien Sy,=Spec(A,), un morphisme de type fini
Jo: Xo—>Sq, et un morphisme S-S, tels que le S-préschéma X,®g S soit S-isomorphe & X
et que f, soit lisse (resp. non ramifié, resp. étale).

c) Les conditions de b) sont vérifiées, et en outre A, est une sous-Z-algébre de type fini de A,
le morphisme S—S, correspondant & Pinjection canonique A,—A.

La démonstration & partir de (17.7.8) est la méme que celle de (11.2.7%) a partir
de (11.2.6).

Proposition (17.7.10). — Sotent f:Y—>S, h: X—S deux morphismes localement de
présentation finie, g:X—>Y un S-morphisme, x un point de X, y=g(x). Supposons que h soit
plat au point x et que f soit non ramifié au point y. Alors f est étale au point y et g est plat au
point x.

(On verra plus loin (18.4.9) que l'on peut en fait se dispenser de I’hypothése
que % est localement de présentation finie).

La question étant locale sur S, X et Y, on peut supposer que S, X et Y sont
affines, f, g, & des morphismes de présentation finie, # plat et f non ramifié. Compte tenu
de (11.2.7) et (17.7.9), on peut supposer en outre que S, X et Y sont noethériens; enfin
on peut se borner au cas o S==Spec(¥g,) (ou s=f(y)="4r(x)). L’anncau A=0g,
étant un anneau local noethérien, il existe un anneau local noethérien B complet, de corps
résiduel algébriquement clos et un homomorphisme local A—B faisant de B un A-module
fidélement tlat (Oy, 10.3.1). Remplagant X et Y par XX Spec(B) et Y xgSpec(B),
on conclut par (2.5.1) et (17.7.1) qu’on peut se borner au cas ot A est complet et a
un corps résiduel algébriquement clos. L’hypothése que f est non ramifié au point y
entraine alors (17.4.4) que Oy , est une Oy -algebre finie et un anneau local noethérien
complet (0;, 7.4.2), et comme le corps résiduel de 0 , est algébriquement clos, ’homo-
morphisme 0 ,—0y , est surjectif (17.4.4). Mais, d’autre part, I’hypothése que % est
plat au point x entraine que ’homomorphisme composé 05 ,—0y ,—0Ox , est injectif
(01, 6.5.1), donc 'homomorphisme 05 ,—0 , est bijectif, ce qui montre que f est
étale au point y (17.6.3); en outre, Ox , est un Oy ~-module plat, donc g est plat au
point x.

Proposition (x7.7.11). — Sotent S un préschéma, X, Y deux S-préschémas localement
de présentation finie sur S, f:X—Y un S-morphisme. Pour tout se€S, on note X, Y,, f, les
préschémas et le morphisme déduits de X, Y, f par le changement de base Spec(k(s))—S. Alors :

(1) Lensemble des xeX tels que, si s est Uimage de x dans S, f,: X, =Y, soit lisse
(resp. non ramifié, resp. étale, resp. différentiellement lisse) au point x, est localement constructible.

(ii) Supposons f de présentation finie. L’ensemble des yeY tels que, si s est 'image de y
dans S, f, soit lisse (vesp. non ramifié, resp. étale, resp. différentiellement lisse) en tous les points
de (), est localement constructible.

(iii) Supposons X et Y de présentation finie sur S. L’ensemble des seS tels que f, soit
lisse (resp. non ramifié, resp. étale, resp. différentiellement lisse) est localement constructible.

Soit E P’ensemble des xeX vérifiant la propriété considérée dans (i). Alors
Pensemble F des yeY vérifiant la propriété correspondante considérée dans (ii) n’est
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autre que Y —f(X—E), donc (ii) résulte de (i) et du théoréme de Chevalley lorsque f
est de présentation finie (1.8.4). De méme, si £:Y—>S est le morphisme structural,
Pensemble des seS vérifiant la propriété correspondante considérée dans (iii) est
S—A(Y—F), donc (iii) découle encore de (ii) et du théoréme de Chevalley lorsque f
et & sont de présentation finie. Il suffit donc de prouver les assertions de (i).

Prouvons d’abord (i) lorsqu’il s’agit de la propriété d’étre lisse.

La question étant locale sur X, on peut se borner au cas ou S==Spec(A),
X =Spec(B) et Y==Spec(C) sont affines, B et G étant des A-algeébres de présentation
finie. Raisonnant comme au début de (g.g.1) et utilisant (17.7.2, (ii)), on se raméne
au cas od A est noethérien. En vertu de (0, 9.2.3), on est ramené a voir que si x€E
(resp.si x¢E), il existe un voisinage V de x dans {—x} contenu dans E (resp. dans X—E).
Désignant par g: X—S et £:Y—S les morphismes structuraux, on peut d’abord

remplacer S par le sous-préschéma réduit S’ de S ayant {g(x)} pour espace sous-jacent,
X par g~4(S"), Y par £A~1(S’), les fibres de X et X’ (resp. Y et Y’) aux points de S’ étant
les mémes. Autrement dit on peut se borner au cas ou S est intégre et ou n=g(x) = h(y)
(o y=f(x)) est son point générique.

1° Supposons d’abord que x€E. Les anneaux locaux Oy , et 0Oy, sont respec-
tivement égaux a Oy , et Oy ; comme la propriété de lissité d’'un morphisme de présen-
tation finie en un point ne dépend que de ’anneau local de ce point et de I’anneau local
de son image (17.5.1), on voit que I’hypothése xeE revient a dire que le morphisme f
est lisse au point x; il possede alors encore cette propriété aux points d’un voisinage
ouvert de x dans X, et il suffit d’appliquer (17.3.3, (iii)) pour obtenir alors la conclusion.

20 Supposons en second lieu que xeX —E, et que le morphisme f, ne soit pas plat
au point x. La conclusion résulte alors du lemme suivant qui précise (11.2.8) :

Lemme (x7.7.1x.1). — Soient g:X—S, h:Y—>S deux morphismes localement de
présentation finie, f:X—->Y un S-morphisme, F un Ox-Module quasi-cohérent de présentation
finie. Alors Uensemble E des xeX tels que F ., soit fy.-plat au point x est localement
constructible.

Raisonnant encore comme au début de (9.9.1) et utilisant (2.5.1), on se raméne
au cas o S, X et Y sont noethériens; puis on se rameéne comme ci-dessus au cas ol S
est intégre, ol n=g(x)=/h(f(x)) est son point générique, et il s’agit de montrer que si
xeE (resp. ¢E) ily a un voisinage V de x dans ’:;c} contenu dans E (resp. dans X —E).
Le cas ou xe€E est conséquence immédiate de (11.1.1). Pour traiter le cas ot x¢E,
on raisonne comme dans (9.4.7.1), dont nous conservons les notations, de sorte que I’on
peut supposer, en remplacant éventuellement Y et X par des voisinages de f(x) et x respec-
tivement, qu’il existe deux @y-Modules cohérents ¥, H# et un Oy-homomorphisme
u:%—>H# tels que pour tout seS, u, : F,—H#, soit injectif, mais que I’homomorphisme
1Qu, : f,ﬁ%yﬂg — ,ﬁ'n@@%%
xeSupp(Ker(1®u,)); si 'on pose Tz{;}, on a donc Supp(Ker(1®ux%,))>T,. Mais
on peut supposer que pour tout seS, on a Ker(1®u)=(Ker(1®u)), (9.4.2), donc

ne soit pas injectif au point x, autrement dit

0 n
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Supp(Ker(1®u,)) =(Supp(Ker(1®u))), (I, 9.1.13.1); il résulte enfin de (9.5.2)
que pour s dans un voisinage de 7, on a (Supp(Ker(1®x«))),0T,, ce qui établit le
lemme.

3° Supposons maintenant que xeX—E, que le morphisme f, soit plat au point x,
mais que f, ne soit pas lisse au point x. Remarquons que dire que f, est plat au point x
équivaut a dire que f lui-méme est plat au point x et en remplagant X par un voisinage
de x, on peut supposer que f est plat (11.1.1); on en conclut qu’il en est de méme de f,
pour tout seS, et comme pour tout yeY, f1(y) =15, (), il revient au méme de dire
que f . est lisse au point x’ ou de dire que f est lisse au point x’. Mais I’ensemble des
x'eX ou fest lisse est ouvert dans X (12.1.7), donc 'ensemble des x'eX ou f n’est pas
lisse est fermé, et puisqu’il contient x par hypothése, il contient aussi {7}, ce qui acheéve
la démonstration pour la premiére propriété considérée dans (i).

Prouvons en second lieu (i) lorsqu’il s’agit de la propriété d’étre étale. Notons pour
cela que cette propriété pour f, au point x équivaut a dire que f; est a la fois lisse et
quasi-fini au point x (17.6.1). Or, il revient au méme de dire que f,, est quasi-fini
au point x ou que f est lui-méme quasi-fini en ce point; il résulte donc de (13.1.4) que
I’ensemble des points x tels que fy, soit quasi-fini au point x est ouvert dans X, et
a fortiori localement constructible; la conclusion résulte donc de ce que I’ensemble des x
tels que f;, soit lisse au point x est lui aussi localement constructible.

Passons a la preuve de (i) lorsqu’il s’agit de la propriété d’étre différentiellement
lisse. Soit p:XXyX—->X la seconde projection canonique; la seconde projection
X, Xy, X,—~X, n'est autre que p, pour tout seS, et il résulte donc de (17.12.5.1) ()
que pour que f, soit différentiellement lisse au point x, il faut et il suffit que p,
soit lisse au point A, (x). Comme p est localement de présentation finie, 'ensemble des
points zeXXyX tels que py,, soit lisse au point z est localement constructible, et
P'intersection de cet ensemble avec 'ensemble localement fermé A,(X) est donc aussi
localement constructible dans A/(X) (1.8.2); la restriction de p a A,(X) étant un isomor-
phisme sur X, on voit que '’ensemble des xeX tels que f, soit différenticllement
lisse au point x est localement constructible.

Considérons enfin la propriété d’étre non ramifié; notons que le morphisme diagonal
A;: X > X XyX est une immersion localement de présentation finie (1.4.3.1) et pour
tout seS, le morphisme diagonal A, :X, — X Xy X, n’est autre que (4)),; dire
que f,, est non ramifié au point x équivaut a dire que (A)),, est un isomorphisme
local au point x (17.4.1), et puisque c’est une immersion localement de présentation
finie, il revient au méme (17.9.1) (*) de dire que (&), est étale au point x; il suffit
donc d’appliquer ce qui a été vu plus haut pour la propriété d’étre étale.

(1) Le lecteur vérifiera que le résultat de (17.7.11) n’est pas utilisé dans la suite du § 17 et qu’il n’y a donc pas
de cercle vicieux.

(®) Le lecteur vérifiera que le résultat de (17.7.11) n’est pas utilisé dans le reste du § 17 et qu’il n’y a donc
pas de cercle vicieux.
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17.8. Critéres de lissité et non-ramification par fibres.

Proposition (x7.8.1). — Sotent g:Y—S, h:X—>S deux morphismes localement de
présentation finie. Pour qu’un S-morphisme f:X—Y soit non ramifié, il faut et il suffit que
pour tout seS, le morphisme f,:h~(s) — g~ (s) déduit de f par le changement de base
Spec(k(s)) —S, soit non ramifié.

Cela résulte aussitdot du fait que, pour un morphisme localement de présentation
finie, le fait d’étre non ramifié est une propriété des fibres de ce morphisme (17.4.1, d)),
et de ce que, pour tout yeY, ona f~1(») = 1) si s=g(y).

Proposition (17.8.2). — Soient g:Y—S, h:X—>S deux morphismes localement de
présentation finie; on suppose en outre que h est plat. Pour guwun S-morphisme f:X—~>Y soit
lisse (resp. étale), il faut et il suffit que, pour tout seS, le morphisme f,:h=*(s) — g~ '(s)
déduit de f par le changement de base Spec(k(s))—S soit lisse (resp. étale). Lorsqu’il en est ainsi,
le morphisme g est plat aux points de f(X).

On sait en effet (11.3.10) que pour que f soit plat, il faut et il suffit que f, le soit
pour tout seS, et qu’alors g est plat aux points de f(X). Mais pour un morphisme plat
localement de présentation finie, le fait d’étre lisse est une propriété des fibres de ce
morphisme (17.5.1, b)), et pour tout ye€Y, on a f~1(»)=f71p) si s=g(»).

Remarque (17.8.3). — Les démonstrations précédentes montrent (compte tenu
de (11.8.10)) que si les hypothéses sur g et / sont les mémes que ci-dessus, alors, pour
que f soit non ramifié¢ (resp. lisse, resp. étale) en un point xeX, il suffit que, si I’on pose
s=h(x), f, soit non ramifié (resp. lisse, resp. étale) au point x.

17.9. Morphismes étales et immersions ouvertes.

Théoréme (17.9.1). — Soit f:X—>Y un morphisme. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

a) f est une immersion ouverte.

b) f est un monomorphisme plat localement de présentation finie.

c) f est étale et radiciel.

Il résulte de (1.4.3, (i)) que a) implique &). La condition &) implique que pour
tout yeY, la fibre f~!(y) est vide ou isomorphe & Spec(k(y)) (8.11.5.1), donc &)
entraine ¢), en vertu de (17.6.2, ¢)). Reste a voir que ¢) implique a).

La question étant locale sur X et sur Y (puisque f est injectif), on peut se borner
au cas ou Y est affine et f de présentation finie. Comme f est plat, c’est un morphisme
ouvert (2.4.6), donc, en remplacant Y par f(X), on peut supposer que f est surjectif.
Pour tout morphisme Y'Y, f'=fy,:Xy,—>Y  est encore étale, radiciel, surjectif
et de présentation finie, donc ouvert, et par suite un homéomorphisme; autrement dit f
est un homéomorphisme universel, et étant de type fini et séparé (1.8.7.1), f est propre.
L’hypothése que fest radiciel et de type fini entraine alors que fest quasi-fini; donc (8. 11.1)
Jfest un morphisme fini. Pour prouver que f est un isomorphisme, on peut se borner au cas
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ol Y==_Spec(A), A étant un anneau local. Comme f est de présentation finie, on a
X =Spec(B), ol B est un A-module plat de présentation finie (1.4.7), donc libre
(Bourbaki, 4lg. comm., chap. 11, § 5, n® 2, cor. 2 du th. 1). En outre, si m est I'idéal maximal
de A et £ son corps résiduel, B/mB est par hypothése un corps, a la fois extension radi-
cielle et extension finie séparable de £, puisque f est étale et radiciel (17.6.1); donc B/mB
est isomorphe a £, et comme B est un A-module libre, B est isomorphe a A. C.Q.F.D.

Corollaire (17.9.2). — Soit X un préschéma connexe; si f: XY est une immersion
JSermée étale, alors f est un isomorphisme de X sur une composante connexe ouverte de Y.

En effet f est étale et radiciel, donc un isomorphisme de X sur un préschéma induit
sur une partie ouverte de Y; mais par hypothese f(X) est fermé dans Y, donc a la fois
ouvert et fermé, et puisque f(X) est connexe, c’est une composante connexe de Y.

Corollaire (x77.9.3). — Soit f: X—Y un morphisme étale (vesp. étale et séparé). Alors
toute Y-section g:Y-—>X de X est une immersion ouverte (resp. ouverle et fermée); en outre
Uapplication g~>g(Y) est une bijection de Uensemble I'(X[Y) des Y-sections de X sur ’ensemble
des parties ouvertes Z. (resp. ouvertes et fermées) de X telles que la restriction de f & Z soit un
morphisme surjectif et radiciel de Z. sur Y.

En effet, le fait que g soit une immersion ouverte résulte déja de ce que f est non
ramifié (17.4.1, 4"’)), et la restriction de f a I'ouvert g(Y) de X est un isomorphisme.
Inversement, si Z est un ouvert de X tel que f|Z soit un morphisme surjectif et radiciel
de Z sur Y, f|Z est un isomorphisme en vertu de (17.9.1), puisqu’il est étale. Si f est
en outre séparé, on sait que g est une immersion fermée (I, 5.4.6), ce qui achéve de prouver

le corollaire.

Corollaire (17.9.4). — Sotent Y un préschéma connexe, f:X—>Y un morphisme étale
et séparé. Alors toute Y-section g de X est un isomorphisme de Y sur une composante connexe ouverte
de X, et Uapplication g~>g(Y) est une bijection de T'(X[Y) sur I'ensemble des composantes connexes
ouvertes Z de X telles que la restriction de f & Z soit un morphisme surjectif et radiciel de Z sur Y.

Corollaire (17.9.5). — Sotent g:Y—>S, h:X—>S deux morphismes localement de
présentation finie; on suppose en outre que h est plat. Pour qu'un S-morphisme f:X—Y soit
une immersion ouverte (resp. un isomorphisme), il faut et il suffit que, pour tout seS, le morphisme
So i R7N(s)—>g 7 (s) déduit de f par le changement de base Spec(k(s))—S, soit une immersion
ouverte (resp. un isomorphisme).

En effet, si f, est une immersion ouverte pour tout seS, il résulte de (17.8.3)
que f est un morphisme étale; comme pour tout yeY, on a f(y)=f,'(y) avec
s=g(»), f est radiciel; donc f est une immersion ouverte en vertu de (17.9.1). Si de
plus f, est surjectif pour tout seS, f est surjectif, donc un isomorphisme.

La proposition suivante précise (10.4.11) :

Proposition (17.9.6). — Soient S un préschéma, X un S-préschéma de présentation finie. Tout S-endomorphisme de X
qui est un m rphisme est un automorphisme de X.

Soient f: X—S le morphisme structural, g le S-endomorphisme considéré. La question est locale sur S, et on
peut par suite supposer que S est affine. Utilisant (8.9.1) et (8.10.5, (i 4is)), on est ramené au cas o S = Spec(A),
ol A est une Z-algebre de type fini, et par suite X est un Z-préschéma de type fini. Il résulte déja de (10.4.11)
que g est un morphisme bijectif, puisqu’un monomorphisme est radiciel (8.11.5.1); il suffira donc de montrer
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que g est une immersion ouverte, et puisque g est radiciel, il suffira, en vertu de (17.9.1), de prouver que g est
étale. En outre, comme ’ensemble des points ol g est étale est ouvert et que X est un préschéma de Jacobson (10.4.7),
il suffira de montrer que g est étale en tout point fermé z de X (10.3.1). Posons z’=g(z); il résulte de (10.4.11.1, (i))
que 2’ est aussi un point fermé de X et puisque g est un monomorphisme, I’application k(z") —I(z) déduite de g
est un isomorphisme. Pour que g soit étale au point z, il faut et il suffit donc que I’homomorphisme canonique
(’D\x,z,—ﬂlﬁx, , soit bijectif (17.6.3, ¢”)). Nous allons pour cela prouver que pour tout entier n, ’homomorphisme
canonique Oy . [/mi*T1— 0y [mP+1 est bijectif, d’ol résultera aussitdt la conclusion. On peut supposer que z appar-
tient & Pensemble fini T, 4 des points fermés ¢ de X tels que E(t) soit une extension de F,, dont le degré divise d;
auquel cas il en est de méme de 2. Désignons par ¢ 1'Idéal cohérent de Oy tel que £, =0, pour x¢Tp 4, et
Fr=mttl pour xe Tp,q- Soient T, 5, le sous-préschéma fermé de X défini par £, j: T, 4,,—>X Dinjection
canonique; le morphisme composé goj: Ty g,—>X applique I’ensemble T, ; dans lui-méme, et pour tout
x€T,, 4, ’homomorphisme 0y, giz)~>0x,,/m" 1 se factorise en

O, gla) = 0x,g(z)/m;(j)1 — Oy ,fmy

Donc (I, 4.1.9) il existe un unique endomorphisme g’ de T,, 5 ,, tel que jog'=goj. Comme j est un monomorphisme,
et qu’il en est de méme de g par hypothése, on en déduit que g’ est aussi un monomorphisme, et la proposition sera
prouvée si l’on montre que g’ est un automorphisme de T, 4 ,,. Or, pour tout x€Tp 5 ,, ona vu que K(x) est un corps .
fini, et comme 0y, est noethérien, chacun des m#/m?+1 est un (x)-espace vectoriel de rang fini; d’ot 'on conclut
aussitot que ’anneau local Oy /m}*1 de T, 4,, au point x a un nombre fini d’éléments, et a fortiori est un Z-module
de type fini. Comme T, 4, est somme des préschémas Spec(0x, ,/mp ™) en nombre fini, c’est un Z-préschéma fini;
I’endomorphisme g’ est donc lui aussi fini (II, 6.1.8, (v)), donc propre. Mais un monomorphisme propre est une
immersion fermée (8.11.5); si T 4 ,==Spec(B), g correspond donc & un endomorphisme surjectif ¢ : B—>B de
I'anneau B. Or, ’ensemble B est fini, donc ¢ est nécessairement bijectif. G.Q .F.D.

17.10. Dimension relative d’un préschéma lisse sur un autre.

Définition (17.10.1). — Soit f: X—Y un morphisme localement de type fini. On appelle
dimension relative de f au point xeX (ou dimension relative de X sur Y au point x) et on note dim,, f
Pentier positif dim,(f~(f(x))).

Dire que f est quasi-fini au point x (Err;;, 20) équivaut donc a dire que dim, f=o.
On a vu (13.1.3) que la fonction x~>dim,f est semi-continue supérieurement. On
notera que, méme lorsque le morphisme f a la propriété (S,) (autrement dit (6.8.1)
est plat et tel que ses fibres n’aient pas de cycle premier associé immergé), la fonction
x~>dim, f n’est pas nécessairement continue, comme le montre exemple ou Y==Spec(k),
ou £ est un corps, et X ==_Spec(k[U, V, W]/pg), ot p=(W) et g=(U)+(V—-W),
idéaux premiers de £[U, V, W] (X étant donc la réunion, dans ’espace a g dimensions,
d’un plan et d’une droite non paralléle a ce plan).

Dire qu'un morphisme localement de présentation finie f:X—Y est étale au
point xeX signifie encore que f est lisse au point x et que dim,f=o0 (17.6.1).

Proposition (17.10.2). — Soit f:X—>Y un morphisme lisse. Pour tout xeX, le
O, - Module localement libre Q; (17.2.8) a un rang en x égal & dim, f (ce qui entraine que
x~>dim, f est une fonction continue dans X).

En effet, si y=f(x), X, =f""(») est lisse sur k(»), et si f, : X, - Spec(k(y)) est
le morphisme structural, on a Q;:Q}@o‘{,yk( 9) (16.4.5); on peut donc se borner
au cas o Y==Spec(k) est le spectre d’'un corps; en outre, en vertu de (16.4.5) et
(17.7.1), on peut remplacer £ par une extension algébriquement close, autrement dit
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supposer k algébriqguement clos. L’ensemble des points de X rationnels sur £ étant alors
dense dans X (10.4.8), on peut se borner au cas ol x est rationnel sur £. Or (16.4.12)
(%) :®0, k(%) est alors k-isomorphe & m,/m2, et puisque @, est un anneau local régulier
(17.5.1), rgy(m,/md)=dim(@,) (0, 17.1.1); donc rg, (2%,),=dim(0,). Mais puisque
k(x)=Fk, on a dim,f=dim(0,) (5.2.3). C.Q.F.D.

Nous démontrerons plus loin une réciproque de ce résultat (17.15.5).

Corollaire (x7.10.3). — Soient f:X—>Y, g:Y—>Z deux morphismes lisses. Alors,
pour tout xe€X, on a

(r7.10.3.1) dim,(gof) = dim, f+ dimy,¢g.

En effet, gof est lisse (17.3.3), donc les trois Ox-Modules Q%y, 2%z et f (2Y;)
sont localement libres (17.2.3 et 0y, 5.4.5); en outre le rang en x de f"(2y,;) est égal
_au rang en y=f(x) de Qy,. L’égalité (17.10.3.1) est donc conséquence de (17.10.2)
et de 'exactitude de la suite (17.2.3.1).
Corollaire (17.10.4). — Soient f:X—>Y un morphisme lisse, X' un sous-préschéma
de X tel que le morphisme composé xLhxly (oit j est Pinjection canonique) soit lisse. Alors
le faisceau conormal Ay, x est un Ox.-Module localement libre, et pour tout x€X’', on a

(17.10.4.1) dim, f= dim,( fo5) + 186y, (N sxx).-

En effet, .Qg/y®@x Ox et Q%,y sont alors localement libres et la suite exacte
(17.2.5.1) est scindée dans un voisinage convenable de chaque point de X', donc A g x
est localement libre (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 5, n° 2, th. 1), et la relation
(17.10.4.1) résulte aussitdt de Pexactitude de la suite (17.2.5.1).

17.11. Morphismes lisses de préschémas lisses.

Théoréme (197.1x.x). — Sotent f:Y—>S et h:X—>S deux morphismes localement de
présentation finte, g : X—Y un S-morphisme, x un point de X; posons y=g(x), s =f(p) =h(x).
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f est lisse au point y et g est lisse au point x.

b) g et h sont lisses au point x.

c) h est lisse au point x, et I’homomorphisme canonique (16.4.18)

(x7.11.1.1) (6" (Q%g): —~ (k).

est inversible & gauche (autrement dit est un isomorphisme sur un facteur direct de (%),
c') k est lisse au point x, et I’homomorphisme canonique

(x7.11.1.2) (@), Poy k() Oy k(x) > (Qis). O, k()

est injectif.
Supposons en outre que I’homomorphisme k(y)—>k(x) soit bijectif. Alors les conditions
précédentes sont aussi équivalentes & la suivante :
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d) & est lisse au point x, et Papplication canonique Ty(x) — Tygs(y) de Uespace vectoriel
tangent en x & X dans Uespace vectoriel tangent en y & Y (16.5.12) est surjective.

Le fait que a) entraine b) résulte trivialement de (17.3.3, (ii)); &) entraine c)
par application de (17.2.3, (ii)). Pour voir que ¢) est équivalente a ¢’), notons qu’en
vertu de (17.2.3, (i), Q%s est un Ox-Module localement libre de type fini; il suffit
alors d’appliquer (0, 19.1.12) a ’anneau local 0y , et & ’homomorphisme (17.11.1.1)
de O ,modules de type fini. Lorsque K(x)=FK(p), l’application linéaire tangente
Tyig(x) = Tyg(y) est transposée de (17.11.1.2), par (16.5.12), ce qui €tablit dans ce
cas I’équivalence de ¢’) et d).

Il reste donc & prouver que ¢) entraine a). On peut se borner au cas ou
S =Spec(A), Y =Spec(B), X =Spec(C) sont affines. L’hypothése implique (17.2.3, (i))
que (%)=, est un Cp-module libre : en effet (16.10.6) il existe des
éléments ¢t (1<i<r) de B =0y, tels que les différentielles dp (%) engendrent
le B,-module Q}ay/A: et que leurs images dans Qg ,, fassent partic d’'une base de ce
C,module libre. Comme Q% (resp. Q%) est un Oy-Module (resp. un Ox-Module)
de présentation finie (16.4.22), on peut, en remplacant au besoin X et Y par des voisi-
nages ouverts affines convenables de x et y respectivement, supposer que Qg, est un
C-module libre et que les #; sont les images d’éléments s; (1<i<r) de B tels que les dy, (s;)
engendrent le B-module Q}, et que leurs images dans Qg, fassent partie d’'une base
de ce C-module (Bourbaki, A4lg. comm., chap. II, § 5, n® 1, prop. 2). Soit ¢ le
A-homomorphisme de B'=A[T,, ..., T,] dans B tel que ¢(T;)=s; pour tout i;
le di-homomorphisme correspondant Qf,,—~Q%, (0, 20.5.2) transforme les dy,,(T}),
qui forment une base de Q. (0,20.4.13), en les dy,(s;) et est par suite surjectif;
si Y'=Spec(B’), et si u:Y—Y" est le S-morphisme correspondant a ¢, on conclut
de (17.2.2) que u est non ramifié. Si’on prouve que le morphisme composé #og : X Y’
est lisse au point ¥, il résultera donc de (17.7.10) que u est étale au point y, puis de (17.3.5)
que g est lisse au point x; enfin, comme le morphisme structural f':Y'—S est lisse
(17.3.8), f=f'ou sera lisse au point y. Comme les images canoniques des dy (T
dans Qf, sont celles des dp,(s;), elles font partie d’une base de Qgs- On voit ainsi
que pour prouver que ¢) implique @), on peut se borner au cas o Y'=Y, et par suite
supposer que f est un morphisme [isse.

En vertu de (17.8.2), on peut alors se borner au cas o S==_Spec(k) est le spectre
d’un corps; de plus, gracea (17.7.1, (ii)), on peut supposer que £ est algébriquement clos;
enfin, remplagant au besoin X et Y par des voisinages ouverts de x et » respectivement,
on peut supposer que f et & sont tous deux lisses, et que ’homomorphisme canonique

g*(Q%z/s) —>Q§(/s

est inversible & gauche (0, 19.1.12). Alors ’ensemble des points de X rationnels sur &
est trés dense dans X (10.4.8), donc, pour prouver que g est lisse, il suffit de prouver
que g est lisse en tout point xeX rationnel sur k, ou encore qu’en un tel point, Oy , est
un Oy -module plat et Oy ,/m,0x, un anneau régulier (17.5.1). Or, y=g(x) est
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a fortiori rationnel sur £, et comme Oy , est alors une k-algébre formellement lisse pour
les topologies discrétes et que Oy ,/m, =k, il résulte de (0, 20. 5. 14) que Phomomorphisme
canonique my/m§—>(9§/s)y®(oy’yk( ) est bijectif; de méme, ’homomorphisme cano-
nique m,/m; — (Qks),®o, k() est bijectif. L’hypothese ¢’), équivalente 2 ¢), signifie
donc ici que I’homomorphisme canonique

(my/mgzl) ®k(y) k(x) g m:c/mz

est injectif. Comme P'anneau Oy , est régulier, la conclusion résulte de (0, 17.3.3).
C.Q.F.D.
Corollaire (177.x1.2). — Sous les hypothéses générales de (17.11.1), les conditions suivantes
sont équivalentes :
a) f est lisse au point y et g est étale au point x.
b) h est lisse au point x et g est étale au point x.
c) h oest lisse au point x, et ’homomorphisme canonique

(& (D)) > (Qxse)e
est bijectif.

')k oest lisse au point x, et I’homomorphisme canonique

((‘QIY/S)y®(9Y,yk())))®k(y)k(x) —> (Qgc/s)x(@wx,xk(x)
est bijectif.

Supposons en outre que I’homomorphisme k(p)—k(x) soit bijectif. Alors les conditions
précédentes sont aussi équivalentes & la sutvante :

d) k est lisse au point x, et Papplication canonique Txg(x)—>Tyg(y) (16.5.12) est
bijective.

Chacune des conditions a), 5), ¢) de (17.11.2) est équivalente 2 la conjonction
de la condition correspondante de (17.11.1) et du fait que g est non ramifié¢ au point x,
compte tenu de (17.2.2) en ce qui concerne la condition ¢); d’ou ’équivalence de a),
b) et ¢c). L’équivalence de ¢) et ¢’) résulte de I’équivalence des conditions correspondantes
de (17.11.1) et du lemme de Nakayama; I’équivalence de ¢’) et d) lorsque k(x)=Ek(y)
est immédiate par transposition (16.5.12).

Corollaire (x7.11.3). — Soient h:X—>S un morphisme lisse, s; (1<i<r) des
sections de Oy au-dessus de X (qui sont aussi des sections de h(Ox) au-dessus de S),
g: X—S[T,, ..., T,]=V§ le S-morphisme correspondant & I’homomorphisme de Og-Modules
Oy—h (Ox) défini par ces sections (IL, 1.2.7). Pour que g soit lisse (vesp. étale) en un point xeX
il faut et il suffit que les (dxis(s;)), fassent partie d’une base (resp. constituent une base) du
Ox ,-module (2%g),-

11 suffit d’appliquer (17.11.1) (resp. (17.11.2)) en prenant pour f le morphisme
structural S[T,, ..., T,]—=S.

Corollaire (x7.11.4). — Pour qu’un morphisme h: X —>S soit lisse en un point xeX,
il faut et il suffit qu’il existe un voisinage ouvert U de x, un entier r, et un S-morphisme étale
U-S[T,, ..., T,
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La condition est évidemment suffisante puisque le morphisme structural
S[Ty, ..., T,] =S est lisse (17.3.8). Pour montrer qu’elle est nécessaire, notons que
puisque % est lisse au point x, il existe un voisinage ouvert U de x tel que Q%,|U soit
localement libre (17.2.3); il suffit alors d’utiliser (16.10.6) pour obtenir (en restreignant
au besoin U) des sections s; de Ox au-dessus de U telles que les dy4(s;) forment une base
de Q%;5|U; on conclut en appliquant (17.11.3).

Proposition (x77.11.5). — Sotent f:Y—>S, b : X—>S deux morphismes lisses. Pour qu’un
S-morphisme g : X—Y soit une immersion ouverte, il _faut et il suffit que g soit un monomorphisme
de préschémas et que pour tout xeX, silon pose y = g(x), on ait dim,(f)=dim,(k) (pour une
généralisation de cette proposition, voir (18.10.5)).

La condition est évidemment nécessaire ; prouvons qu’elle est suffisante.

En vertu de (17.9.5), on est aussitot ramené au cas ot S ==Spec(k) est le spectre
d’un corps, et en vertu de (2.7.1, (x)), on peut supposer £ algébriquement clos. Compte
tenu de (17.9.1), il suffit alors de prouver que g est étale, et comme I’ensemble des
points ol g est étale est ouvert, il suffit de montrer que g est étale aux points fermés (ou
encore, rationnels sur £) de X (10.4.8). Soit donc x un tel point, et posons y=g(x),
qui est aussi rationnel sur £; par hypothése, 'anneau A =0y, est régulier et de corps
résiduel k; soient d=dim(A) et (£);<;<, un systtme régulier de parameétres pourA-
Posons B=0y ,, C=B/m,B. Comme g est un monomorphisme, il en est de méme du
morphisme Spec(C) — Spec(k(y))=Spec(k) déduit de g par changement de base
(I, 3.8.12); mais cela signifie que ’homomorphisme correspondant u: k—C est surjectif
(donc bijectif), car # admet un inverse a gauche v : C—£, et uov et 'identité de C,
composés avec u, donnent le méme morphisme u : k—C. Comme par hypothése B est
un anneau régulier de dimension d, les images des # dans B forment un systéme régulier
de parameétres pour B (0, 17.1.7%); la condition (17.6.3, ¢'')) est donc vérifiée par g au
pointx (0, 17.1.1 et Bourbaki, Alg. comm., chap. I11, § 2, n° 8, cor. g du th. 1), ce qui achéve
la démonstration.

17.12. Sous-préschémas lisses d’un préschéma lisse. Morphismes lisses et
morphismes différentiellement lisses.

Théoréme (17.x12.1). — Sotent f:X—>S, h:Y—>S deux morphismes localement de
présentation finie, j :Y—>X une immersion, y un point de Y, x=j(y). Les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) h est lisse au point y et f est lisse au point x.
b) f est lisse au point x, et I’homomorphisme canonique (16.4.21)
('/VY/X)y g (j*(Q%/S))y
est inversible a gauche.

c) hest lisse au point y et il exisie un voisinage ouvert U de y dans Y tel que j|U : U—>X
soit une immersion réguliére (16.9.2).
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c’) h est lisse au point y et il existe un voisinage ouvert U de y dans Y tel que j|U : U—-X
soit une immersion quasi-réguliére (autrement dit (16.9.8), il existe un voisinage U de »
dans Y dans lequel A"y x est un Oy-Module localement libre et ’homomorphisme cano-
nique Sy (A yx) = Fr°(j) est bijectif).

Pour démontrer ’équivalence de a) et ), on peut se borner au cas ot S= Spec(A)
et X =Spec(B) sont affines, avec Y =Spec(B/J), ou J est un idéal de type fini de B,
et B est une A-algebre lisse (17.3.2, (ii)). Il suffit alors d’appliquer le critére jacobien
(0, 22.6.1) ainsi que (0, 19.1.14), compte tenu de ce que Q%{/s est un Oy -Module locale-
ment libre dans un voisinage de x et A yx un Oy-Module de type fini (16.1.6).

En second lieu, prouvons que ) entraine ¢’). On peut encore se borner au cas
ou S, X, Y sont affines, B et B/J des A-algébres lisses, et il résulte alors de (17.7.9)
et (8.10.5, (iv)) qu’il existe un sous-anneau noethérien A’ de A, une A’-algebre de type
fini B’ et un idéal J’ de B’ tels que B=B'®,, A, I=J'B et que B’ et B'/J’ soient des
A’-algébres lisses. Notons que, d’apres (0, 19.3.8), B’ est encore une A’-algebre formelle-
ment lisse lorsqu’on munit A’ de la topologie discréte et B’ de la topologie J'-préadique.
Par suite (0, 19.5.4), J'/J"® est un (B'/J’)-module projectif et ’homomorphisme cano-
nique 8,5 (J'/J?) — gry (B’) est bijectif. En d’autres termes (16.9.8), I'immersion
Spec(B’/J’) — Spec(B’) est quasi-réguliere, donc réguliere puisque B’ est noethérien
(16.9.10). Mais comme par hypothése B’/J’ est un A’-module plat (17.5.1) et B’ une
A’-algébre de présentation finie, on peut appliquer (11.3.8) en remplagant & par g,
et on voit donc (par changement de base) que j est une immersion réguliére, et a fortior:
quasi-réguli¢re. Le fait que B est une A-algébre de présentation finie et un A-module
plat montre d’ailleurs, en vertu de (11.3.8), que les conditions ¢’) et ¢) sont équivalentes,
et sont stables par changement de base.

Montrons enfin que ¢) entraine a). Du fait que, dans (11.3.8), la condition )
entraine ¢), on voit déja que si ¢) est vérifiée, f est plat au point x; en vertu de (17.5.1),
tout revient donc a voir que sous Phypothése ¢), f~!(s) est lisse sur k(s) au point x, en
posant s=F£A(x); comme on a remarqué que la condition ¢) est stable par changement
de base, on voit qu’on est ramené au cas o S=Spec(k) est le spectre d’un corps, et
compte tenu de (17.7.1, (ii)) on peut supposer que & est algébriquement clos. 11 suffit alors
de prouver que Oy, est un anneau régulier (17.5.1). Or, par hypothése on a
Oy,y=0x .| #,> ot F, est un idéal engendré par une suite Oy ,-réguliere (f), et Oy,
est un anneau régulier; comme les # font partie d’un systtme de paramétres pour Oy ,
(0, 16.4.1), la conclusion résulte de (0, 17.1.7%).

Corollaire (x7.x2.2). — Avec les notations de (17.12.1), supposons que f soit lisse au
point x, et soit Y un sous-préschéma fermé de X défini par un Idéal ¢ de Ox, et S-lisse au point x.
Sotent (g;)1<i<, des sections de ¢ au-dessus de X. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Les (g),forment un systéme de générateurs du Oy -module ¢, dont le nombre d’éléments
est le plus petit possible.

b) Si g; est Pimage canonique de g; dans T'(X, #| 7%, les (gi), forment une base du
(@X,z//z)'moa'ule fx/jazc‘
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c) Les images des dyjgg; dans (Qéc/s)z(%x,,k(x) sont des éléments linéairement indé-
pendants sur k(x), et les (g,), engendrent ¢ ,.

d) Il existe un voisinage ouvert U de x dans X et des sections g; (r+1<j<n) de Oy
au-dessus de U telles que le S-morphisme u:U - S[T,, ..., T,] correspondant & I’homomor-
phisme 05— f,(Oy) défini par les sections g;|U (1<i<r) et g (r+1<j<n) (I, 1.2.7) soit un
morphisme étale, et que Uimage réciproque du sous-préschéma Y'=S[T, ,, ..., T,] par ce
morphisme soit le préschéma induit par j(Y) sur Pouvert U nj(Y).

Comme (g;), est 'image canonique de (g),, I’équivalence de a) et &) résulte du
lemme de Nakayama, #, étant de type fini et £,/ #2 un (Ox ,/#,)-module libre
(17.10.4) (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n° 2, prop. 5). En vertu de (17.12.1, 8)),
F.l 7L s'identifie canoniquement a4 un facteur direct du (0 ./ #,)-module libre de
rang n, (Q§/8)1®@x (Ox,.]7,), et Péquivalence de b) et ¢) résulte de Bourbaki, loc. cit.
En outre, si a) est vérifié, (g;), est ainsi identifié a (dygg),®1 pour 1<i<r; le
O, ,module (2%), étant libre de rang =, il résulte encore de Bourbaki, loc. cit., qu’en
remplagant au besoin X par un voisinage ouvert de x, on peut supposer qu’il existe
n—r sections g; (r4 1<i<n) de Oy au-dessus de X, telles que les (dxjgg;), pour 1<i<n
forment une base de (£2%g4),; le fait que Je morphisme correspondant u soit étale au
point x résulte alors de (17.11.3); pour la méme raison, le morphisme =z~ (Y')—>Y’,
restriction de u, est étale au point x; en remplacant X par un voisinage de x, on peut
supposer ces deux morphismes étales. En outre, il est immédiat que Y (identifié, pour
simplifier, au sous-préschéma fermé j(Y) de X) est un sous-préschéma fermé de «~1(Y’), et
en vertu du choix des g; pour i>r et de (17.2.5) et (17.11.2), la restriction a Y
de u peut encore étre supposée étale. On en déduit que pour tout »'eY’, I'immersion
Y nu~1(y)—u"1(y") estouverte, d’ott’on conclut & I’aide de (17.9.6) que Y—>u"(Y’)
est une immersion ouverte; cela prouve que a) entraine d). La réciproque découle
aussitot de (17.11.3).

Corollaire (17.12.3). — Sotent f:X—~S un morphisme localement de présentation finie,
u:S—>X une S-section de X. Pour que f soit lisse en un point xeX, il faut et il suffit que u soit
une immersion quasi-réguliére dans un voisinage de s = f(x).

La conclusion résulte de (17.12.1), puisque fou=1g4 est lisse.

Proposition (17.12.4). — Tout morphisme lisse f:X—>S est différentiellement lisse
(autrement dit (16.10.5) A;: X—->XxgX est une immersion quasi-réguliere). En parii-
culier, les P} =Py et les gr, (Pxjs) sont des Ox-Modules localement libres de type fini.

Il suffit de remarquer que le morphisme structural p,: XX X—>X est lisse
(17.8.3, (iii)) et que A, est une X-section pour p;; la conclusion résulte de (17.12.3).

Proposition (x7.12.5). — Soit f: XY un morphisme localement de présentation finie.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f est différentiellement lisse.

b) Pour tout morphisme g:Y'—Y, silPon pose X'=XXyY' et f'=fy): X' =Y,
alors, pour toute Y'-section s’ de X', f* est lisse en tous les points de s'(Y').

c) La seconde projection py: X Xy XX est lisse en tous les points de la diagonale A(X).
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La condition ¢) est un cas particulier de 4) : il suffit en effet de prendre Y'=X
et g=f dans ), car alors /' n’est autre que la seconde projection p,, et A, est une
X-section de X Xy X. En second lieu, ¢) entraine a), car p, est un morphisme localement
de présentation finie, et si p, est lisse aux points de A;(X), A, est une immersion quasi-
régulicre (17.12.3), donc f est différentiellement lisse. Enfin, montrons que @) entraine 4) ;
si A; est une immersion quasi-réguliére, p, est lisse en tous les points de A(X) (17.12.3).
Or, si g': X'—>X est la projection canonique, et v=(g’, g')y : X'>X xyX, on vérifie
aussitot que le diagramme

XxyX «— X’

p

P

v ¥

X «— Y

h=g'os

est commutatif et identifie X’ au produit (XXyX)xXxY’ (I, 3.3.9); tenant compte
de ce que le diagramme (17.4.1.1) identifie Y’ au produit des (X Xy X)-préschémas X
et X’, on conclut, de ce que p, est lisse en tout point de A(X), que f* est lisse en tout
point de s'(Y') (17.3.3, (iii)).

Corollaire (19.12.6). — Les notations étant celles de (8.8.1), on suppose X, quasi-
compact, et f, : X, —S, localement de présentation finie. Pour que f:X—S soit différentiellement
lisse, 1l faut et il suffit qu’il existe N> o tel que f, : X, —S, soit différentiellement lisse (auquel
cas f,: X,—S, est différentiellement lisse pour p.>2).

La suffisance de la condition et la derniére assertion résultent de (16.10.4). Pour
prouver que la condition est nécessaire, notons que A, : X—>XxXgX et pp: X XXX
se déduisent par changement de base de A, : X, - X, X g, X, et py 51 X, Xg, X5 > Xy
En vertu de (17.12.5), pour tout zeA,(X), il existe un voisinage ouvert affine U(z)
de z dans X x¢X tel que p, soit lisse dans U(z); en vertu de (8.2.11) et (17.7.8),
il existe un indice A(z) et un voisinage U, de la projection de z dans XA(Z)XSNC)XMZ)
tels que U(z) soit Iimage réciproque de U,,, et que p,, soit lisse dans U,,.
Comme X est quasi-compact, on peut recouvrir A(X) par un nombre fini de voisi-
nages U(z); en vertu de (8.3.4), il existe un A supérieur a tous les A(g;) tels que les
images réciproques des Uy, dans X, Xg X, forment un recouvrement de A (X;);
il résulte alors de (17.12.5) que cet indice A répond a la question.

Exemple (x77.12.7). — Soient S un préschéma, G un S-préschéma en groupes, localement
de présentation finie sur S. Alors, pour que G soit différentiellement lisse, il faut et il suffit
que G soit lisse sur S aux points de la « section unité » ¢ de G. La condition est en effet
nécessaire par (17.12.5). Inversement, supposons-la remplie; pour tout morphisme S’'—8,
G’ =G X3S’ est alors un S’-préschéma en groupes localement de présentation finie sur S’;
on peut donc, en vertu de (17.12.5), se borner 4 prouver que pour toute S-section s de G,
f est lisse aux points de s(S). Or, si m:GXgG—~>G est le morphisme qui définit la
structure de préschéma en groupes de G, mo(sX1g) :SXgG - GX3G -G est un
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S-isomorphisme du préschéma G, la « translation 4 gauche » 7,, transformant les points
de la section unité de G en les points de 5(S); on en conclut que G est lisse sur S aux points
de s(S).

Remarque (x7.12.8). — Un S-préschéma en groupes G, de type fini (et méme fini)
sur un préschéma localement noethérien S, peut étre différentiellement lisse sur S sans
étre lisse (ni méme plat) sur S. Prenons par exemple pour S le spectre de ’algébre des
nombres duaux D =4£[T]/T2%[T] sur un corps &, pour G le spectre de la D-algébre
composée directe E=D®#k. On définit sur G une structure de S-schéma en groupes
en définissant une « application diagonale » 8, homomorphisme de E dans E®_E :
si ¢’, ¢' sont les idempotents, images canoniques de 1'unité 1 de D dans les facteurs D
et k£ de E, on vérifie sans peine qu’on obtient une telle application diagonale en prenant
3()=¢'®e'+¢"'®¢" et (¢')=¢'®e'+¢'®¢'. La section unité du schéma en groupes G
correspond a ’homomorphisme E—D qui est 'identité dans D et o dans £; c’est un
isomorphisme de S sur une composante connexe de G, et a fortiori G est différentiellement
lisse sur S (17.12.6), mais il est clair que G n’est pas S-plat.

17.13. Morphismes transversaux.

(x7.13.1) Soient S un préschéma, X, Y, X’ trois S-préschémas, ¢:Y—>X une
S-immersion, f:X'—>X wun S-morphisme. Posons Y' =Y xxX’, et soient g:Y' =Y,
J:Y'—>X’ les projections canoniques, de sorte qu’on a le diagramme commutatif

g

Y «— Y’
(17.13.1.1) "l lf
X e X’

et que j est une S-immersion. On a alors un diagramme commutatif de Oy.,-Modules
quasi-cohérents

g*('/VY/X) - f*(Qgc/s)@)mx, Oy — g*(-Q%f/s) — 0

(x7.13.1.2) gri(g)

¥ s

1 1
Nyx ——> Qx;s®0, Oy —> Lyyg —> 0

ou la ligne inférieure est la suite exacte (16.4.21) appliquée a j, la ligne supérieure pro-
vient de la méme suite exacte pour i, par application du foncteur exact & droite g°
(qui la laisse donc exacte); gr,(g) est défini en (16.2.1), et la commutativité des deux
carrés résulte de (0, 20.5.7.3) et (0,20.5.11.3).
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On a vu en outre (16.2.2, (iii)) que gr,(g) est ici surjectif, donc on déduit de
(17.13.1.2) la suite exacte

(x7.13.1.3) g (Nyx) 5 5@, Oy — Q55 — 0.

Proposition (177.13.2). — Les notations étant celles de (17.19.1), soient x" un point de Y',
x=g(x") son image dans Y ; supposons X et Y lisses sur S au point x, X' lisse sur S au point x'.
Soient m, m—c les dimensions relatives de X et Y sur S au point x (17.10.1), n celle de X'
sur S au point x'. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Y’ est lisse sur S au point x' et de dimension relative n—-c.

b) L’homomorphisme o®1 : g (N 1x)®o,, I(x) —>Q§(,/s®mx,k(x') déduit de U homo-
morphisme o de (17.19.1.3) est injectif.

Soit s Pimage canonique de x dans S, et supposons que x’ soit rationnel sur k(s). Alors les
conditions a) et b) sont aussi équivalentes & la suitvante :

b’) L’homomorphisme transposé de a® 1

Tys(*) = (N yx®p, k(%)) = Txss(x) [Ty (%)

(cf. (16.5.12)) est surjectif.

De plus, lorsque les conditions a) et b) sont vérifides en x', elles le sont dans un voisinage

de x' dans Y'; en remplagant au besoin X' par un voisinage de x', I’homomorphisme
gri(g) :g*(/V‘Y/x) > Nyx
est bijectif, et la suite
* o
(x7.13.2.1) 0 - g (Nyx) > Q3 5®o,, Oy — Qs =0
obtenue en ajoutant un o @ (17.13.1.3), est exacte.

Le fait que si les conditions équivalentes a) et ) sont vérifiées au point #’, elles
le sont aussi au voisinage de x’ dans Y’, résulte de ce que ’ensemble des points oi un
morphisme est lisse est ouvert (17.3.7) et de (17.10.2).

En vertu de (17.12.1) appliqué a X’ et Y’, dire que Y’ est lisse sur S au point x’
équivaut a dire que ’homomorphisme

31 1 Ny @, k(%) — Lxs®p_, k(%)

est injectif, compte tenu de (0, 19.1.12) et de ce que Q%5 est un O,-Module localement
libre au point »’ (17.2.3); comme alors 2%, est aussi un @Oy-Module localement libre
au voisinage de x’ et que la suite

1 1
(17.13.2.2) 0 = Nyx = Qxs®0_, Oy > Lyyg > 0

est exacte (17.2.5), dire que Y’ est de dimension relative n—¢ sur S au point x’ signifie,
par (17.10.2), que Ay x (qui est localement libre au voisinage de x') est de rang ¢
au point x’. Mais en vertu des hypothéses sur X et Y au point x, et par le méme raisonne-
ment, Ay x est localement libre et de rang ¢ au point , donc g'(A'y) est aussi localement
libre et de rang ¢ au point z'. Comme I’homomorphisme gr,(g) : g (N yx) = Ay
est surjectif, les conditions précédentes équivalent 4 dire que cet homomorphisme est
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bijectif au point x’ (Bourbaki, Alg. comm., chap. I1, § 3, n° 2, cor. de la prop. 6), donc aussi
dans un voisinage de &’ (0;, 5.2.7); cela entraine évidemment 4), ainsi que la derniére
assertion de I’énoncé, en vertu de Pexactitude de (17.13.2.2). Inversement, comme «® 1

se factorise en W ®1 8®1
Tyl ' !
g - Ny x ®@k(x") —> Q%('/s(@’“(x )

g (N yx) O k(x')

et que gr,(g) est surjectif, dire que «®1 est injectif entraine que 3®1 Test et que gr;(g)®1
est bijectif. On en conclut (17.12.1) que Y’ est lisse sur S au point x’, et que gr;(g) est
bijectif dans un voisinage de &’ (Bourbaki, loc. cit.). En outre, comme la suite (17.13.2.2)
est alors exacte, et que Ay x, isomorphe & g'(A#7yx), est de rang ¢ au point #’,
Q%5 est de rang n—¢ en ce point, ce qui achéve de prouver I’équivalence de a) et 4),
en vertu de (17.10.2).

Reste & montrer ’équivalence de 4) et b’) lorsque x’ est rationnel sur k(s) (ce qui
implique qu’il en est de méme de ) ; alors g (Ayx)® 0, k(x') sidentifie & N yx®q k(x),
et puisque la suite

0 —>Nyx > Q%(/S®(9x(0Y — Qyg—>0

est exacte au point x et formée de Oy-Modules localement libres, le dual de A7y x®q_Fk(x)
s’identifie 4 I’espace quotient Ty(x) /Tyg(x) (16.5.12); d’ot I'équivalence de b) et &’).

Définition (17.13.3). — Avec les notations de (17.13.1), on dit que le morphisme f est
transversal & Y au point x', relativement & S, st X et 'Y sont lisses sur S au point x, X' lisse sur S
au point x', et si les conditions équivalentes a), b) de (17.3.2) sont satisfaites.

Lorsque aucune confusion n’est & craindre, on supprime la mention du préschéma S
et on dit simplement que f est transversal a Y au point «’.

Remarques (x7.13.4). — (i) Supposons que X, Y et X’ soient plats et localement
de présentation finie sur S. Pour tout seS, notons X, Y,, X!, Y, les fibres de X, Y, X', Y’
au point s, f, : X!—>X, le morphisme déduit de f par changement de base. Il résulte
alors de (17.5.9) que pour que f soit un morphisme transversal 4 Y au point «’, il faut
et il suffit que, si s est 'image de x dans S, £, soit transversal a Y au point #’, relativement
a k(s).

(ii) On a vu dans (17.13.2) que 'ensemble des points x’€Y’ ou f est transversal
a'Y est ouvert dans Y'; si Y’ est de plus propre sur S, on en déduit que 'ensemble des seS
tels que f soit transversal 2 Y en tous les points de Y, relativement a S, est ouvert dans S.
Lorsque X, Y et X’ sont plats et localement de présentation finie sur S, il résulte de (i)
que I'ensemble des x'€Y’ tels que f, soit transversal & Y, au point &’ (s image de &’
dans S), relativement & k(s), est ouvert dans Y'. Si de plus Y’ est propre sur S, I’ensemble
des seS tels que f, soit transversal a Y, en tous les points de Y, (relativement a k(s))
est ouvert dans S.

(iii) La propriété d’étre lisse sur S, ainsi que la notion de dimension relative a S
en un point, étant stables par tout changement de base S'—>S ((17.3.3) et (4.2.7)),
il en est de méme de la propriété pour un morphisme f:X’'—>X d’étre transversal &
un sous-préschéma de X en un point, relativement & S.
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(iv) La condition &) de (17.13.2) exprime encore que I’homomorphisme
a: g (Nyx) — D%5®0,, Oy est universellement injectif relativement & Y’ (11.9.18).

(x7.13.5) Considérons maintenant un préschéma S, trois S-préschémas X, Y, Z,
deux S-morphismes f:Y—>X, g:Z—>X; posons T=YXxZ; on sait alors (I, 5.3.5)
quon a un diagramme commutatif

X «—— YxgZ=T

(17.13.5.1) A i

XXSX <—u—— YXSZ

faisant de T le produit des (X xXgX)-préschémas X et Y XgZ, o u=fXgg. Comme A
est une S-immersion (I, 5.3.9), on est dans la situation du diagramme (17.13.1.1);
ce qui correspond & Q%,g dans (17.13.1) est alors (2y;5® Oy, z)®(275®0, 0 7)
en vertu de (16.4.23). D’autre part, ce qui correspond au Oy-Module Ay dans
(17.13.1) est ici par définition Q% (16.8.1); il correspond donc a (17.13.1.3) une
suite exacte

(x7.13.5.2) Q%{/s®@x&r 5 ('Q%(/S®(DY0T)@(‘Q;/S®@Z Or) 5 Qps —o0

ou il reste a préciser les homomorphismes p et 6. Tenant compte d’abord de (16.4.23)
et de (0, 20.5.2), on voit que si p: T—Y, ¢: T—Z sont les projections canoniques,
on a, avec les notations de (16.4.19),

(r7.13.5.3) 6 = prys+zs-

D’autre part, pour évaluer p, utilisons la commutativité du carré de gauche
dans (17.13.1.2), ce qui, dans le cas présent, raméne d’abord a expliciter I’homo-
morphisme canonique

Ox

r . O1 1
o' %5 > -Q(x ><sX)/s®<9X><SX

défini dans (16.4.21) appliqué a I'immersion A. On peut se borner au cas ot S= Spec(A),
X =Spec(B) sont affines, et alors p’ correspond 4 ’homomorphisme & de (0, 20.5.11.2),
ou il faut remplacer B par B®, B et G par B=B®, B)/J5,. On voit alors que 3 fait
correspondre 4 la classe de x® 1—1®x mod.J3, (pour un xeB) l'image de

(x®1—1®x)®(1®1)— (191)® (x®1—18®x)
dans Qf 0,548, B; mais P'élément précédent peut s’écrire
(x®1)® (1®1)— (1®1)® (x®1)) — ((1®x)® (1®1) — (1®1)® (1®x))

et on voit donc que p’ est la différence des deux homomorphismes =" et = de Q%
dans Q. x5®,, ,0x, correspondant respectivement a la premiére et la seconde

projection de X><SSX dans X, par (16.4.3.3). Pour obtenir p, il faut d’abord consi-

92



§ 17 ETUDE LOCALE DES SCHEMAS ET DES MORPHISMES DE SCHEMAS 93

dérer I’homomorphisme p"” : Qf o x5%0, ‘< x Ox x 2~ Qy « zys correspondant par

(16.4.3.3) au morphisme « de (17.15.5.1), puis, aprés tensorisation par O, former le
composé (p"’®1)o(p’'®1); il résulte de ce qui précéde que Yon a, avec les notations
de (16.4.18)

(r7.13.5.4) - e=(fyxs®lo,) ®(—Lyxs®10,)-

Ceci dit, I’application de (17.19.2) a la situation du diagramme (17.13.5.1)
(compte tenu de (17.3.3, (iv)), qui implique que X XgX est lisse sur S en x si X Pest)
donne le

Corollaire (x7.13.6). — Soient S un préschéma, X, Y, Z trois S-préschémas f:Y—>X,
g+ Z—X deux S-morphismes ; posons T=Y XxZ, et soient p: T—>Y, q: T—Z les projections
canoniques. Soient ¢ un point de T, y=p(t), 2=q(t), x=f(p) =g(2). Supposons que X soit lisse
sur S au point x, de dimension relative m, Y (resp. Z) lisse sur S au point y (resp. z), de dimension

relative m-+a (resp. m-+b), a et b étant positifs ou négatifs. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) T est lisse sur S au point t, de dimension relative m-+a+b.
b) L’homomorphisme

PRI 3Q§(/s®ka(t) - ('Q%(/S®(Uyk(t))®(‘QIZ/S®(DZk(t))

otk p est donné par (17.13.5.4), est injectif.
c) Le morphisme T =Y XgZ—>XXyX est transversal d la diagonale de XXX au
point t.

8% t est rationnel sur le corps résiduel de son image s dans S, ces conditions sont aussi équiva-
lentes a la suivante :

b") L’homomorphisme
(x7.1x3.6.1) T,(f)—T,(g : TY/S()’)@TZ/S(Z) — Txg(x)

(cf. (16.5.12.5)) est surjectif.

De plus, lorsque les conditions a) et b) sont vérifiées en t, elles le sont dans un voisinage de t
dans T, et en restreignant 'T & un tel voisinage, la suite

(r7.13.6.2) o— Q%c/s®0x Op > (Qbs@wwa)@(QZs@mz Or) > Qg —> o0

(ot ¢ est donné par (17.13.5.3)) est exacte.

Le seul point qui reste a prouver dans (17.18.6) concerne '), et résulte de ce que,
sous ’hypothése que ¢ est rationnel sur k(s), ’homomorphisme p®1 est transposé de
T,(f)—T.(g), en vertu de (17.13.5.4).

Lorsque les conditions équivalentes de (17.13.6) sont satisfaites, on dit que f et g
forment un couple de morphismes transversaux au point i, relativement & S ici encore, on supprime
souvent la mention de S. ’

(x7.13.7%) Considérons en particulier le cas o Y et Z sont des sous-préschémas
de X, f et g étant les injections canoniques; T est alors le sous-préschéma « intersection »
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inf(Y,Z) de X (I, 4.4.3), et'on a t=y=2z=x. Au licu de dire que le couple (f, g)
est transversal au point x, on dit alors que Y et Z se coupent transversalement au point x (rela-
tivement a S). Notant X, Y,, Z,, T, les fibres de X, Y, Z, T au point s, image de x
dans S, et tenant compte de (5.2.3), (5.1.9) et (0, 16.5.12), on voit que pour qu’il
en soit ainsi (lorsque X, Y, Z sont lisses sur S au point x), il faut et il suffit que T soit
lisse sur S au point x, et que ’on ait la relation

(r7.13.7.1) codim,(T,, X,)=codim,(Y,, X,)+ codim,(Z_, X,).

Proposition (17.%3.8). — Soient S un préschéma, X un S-préschéma localement de présen-
tation finie sur S, Y, Z deux sous-préschémas de X, T =inf(Y,Z) le sous-préschéma « inter-
section » de X et Z, x un point de 'I. Les conditions sutvantes sont équivalentes :

a) Linjection canoniqgue t:Y—>X est un morphisme iransversal @ Z au point x,
relativement & S (17.13.3).

a’) Linjection canonique j:Z—~>X est un morphisme lransversal & Y au point x,
relativement & S.

a”) Y et Z se coupent transversalement au point x, relativement @ S.

b) X, Y, Z sont lisses sur S au point x, et I’homomorphisme o (17.13.5.4) est tel que

p®1 : Dys®p k(x) = (350 k(x))® (Q3s®, k(x))
est injectif.

Lorsque x est rationnel sur k(s) (s image de x dans S) ces conditions sont aussi équivalentes
& la suivante :

b") L’hkomomorphisme

T,(0) —T,(J) : TY/s(x)@TZ/s(x) g TX/S(x)
est surjectif.
En outre, lorsque les conditions équivalentes a) & b) sont vérifides au point x, elles le sont

dans un voisinage de x dans ‘T, et en restreignant X a un voisinage de x, la suite (17.13.6.2) est
exacte, et on a un isomorphisme canonique

(17.13.8.1) N gx > (N 3x®0, On) ® (N 3x @0, Or)-

Les conditions a), a’), a’’) impliquent toutes que X, Y, Z sont lisses sur S au point x.
Soient en outre, m,m—a, m—b les dimensions relatives de X, Y, Z sur S au point x.
Il résulte alors de (17.13.2) appliqué en remplacant X’ par Z et Y’ par T=YXyZ,
que les conditions a), a’) équivalent toutes deux & dire que T est lisse sur S au point x
et de dimension relative m—a—5& en ce point; mais en vertu de (17.13.7), cela signifie
précisément que la condition a’’) est vérifiée, d’on I’équivalence de a), a’) et a”’). L.’équi-
valence de a”’) et de &) (ou b’) lorsque x est rationnel sur k(s)) a été prouvée
dans (17.13.6), ainsi que le fait que si ces conditions sont satisfaites au point x, elles le
sont dans un voisinage de x, et ’exactitude de la suite (17.18.6.2) dans un tel voisinage.
Reste & définir I'isomorphisme canonique (17.13.8.1).
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Notons « et —8 les homomorphismes figurant au second membre de (17.13.5.4),

y et & ceux figurant au second membre de (17.13.5.2). Dire que la suite (17.13.6.2)
a®(—8) +38
o — Q%{/s@)wx&r - (Q§/s®0,,01‘)@(9§/s®0z(91‘) KA Q%'/s -0

est exacte signifie que, dans la catégorie des Op-Modules, Q§(/S®0x O s’identifie canoni-
quement au produit fibré de Dyx®y Op et 235®9 Op sur Qpg, pour les homomor-
phismes y et 8. Le méme raisonnement que dans (0, 18.1.2 et 18.1.3), oli 'on remplace
anneaux et idéaux bilatéres respectivement par Modules et sous-Modules, fournit un
diagramme commutatif

o o (o)

\ | J

(/VY/X®0T)®('/VZ/X®0T) — N x® Oy — '/VT/Y

oo !

0 ——> Nyx®Oy ———— Q4 @0, > Q4 ®0, —> o

I I S

1 1
—> ./V‘T/z _— QZ/S®@T ——8 —> 'QT/S —> 0

l b

(o} o (]

ou les 3¢ et 4¢ lignes et colonnes sont exactes en vertu des hypothéses de lissité. Le fait
que homomorphisme composé e=+yoa=350f soit I’homomorphisme correspondant a
Pinjection canonique T—X résulte de (0, 20.5.2.7). Comme la diagonale du diagramme
précédent est exacte, Ker(e) s’identifie canoniquement avec .4 yx, compte tenu de ce
que T est lisse sur S (17.2.5); donc on a un isomorphisme canonique (17.13.8.1)
réciproque de t.

(17.13.9) On peut généraliser les résultats de (17.13.5) et (17.13.6) & un nombre
fini quelconque de S-morphismes f;: Y;—X (i€l, I ensemble fini). Pour cela, notons X!
le produit de la famille (X;);c; de S-préschémas tous identiques a X (I, 3.3.5), et
soient p; (i) les projections canoniques. Le morphisme diagonal A :X—>X! est défini
(comme dans (I, 5.3.1)) comme 'unique S-morphisme tel que p;0A =14 pour tout ¢el.
C’est une X-section de X' pour le morphisme p;, donc (I, 5.3.11) une immersion.
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~ Soit alors Y le produit des S-préschémas Y; (pour les morphismes composés
Y, S X > S), T le produit des X-préschémas Y; (pour les morphismes f;). On prouve
comme dans (I, 5.9.5) que Pon a un diagramme commutatif

X <« T
(x7.13.9.1) AJ{ li
X! — Y

(ol u est le produit (sur S) des f;), qui fait de T le produit des X'-préschémas X et Y.
Par récurrence sur le nombre d’éléments de I, il résulte de (16.4.23) que Q%
(resp. 2Y) s’identifie canoniquement 4 la somme directe des p;(2%) (resp. des ¢;(2%,q),
si ¢;: Y=Y, sont les projections canoniques).
Supposons maintenant que X soit /isse sur S en un point x (donc dans un voisinage
de ce point). II en est alors de méme de X' en ce point (17.3.3, (iv)), et restreignant X

4 un voisinage de x, on a donc (17.2.5) une suite exacte de Ox-Modules localement
libres

0—>9r,(A)— (Qéqs) I —>.Q§(/s —>0.

Posons #=%r,(A); on déduit de la suite précédente une suite exacte de Op-Modules
localement libres

(17.13.9.1) 0> F®p Op — (2%4)'®p 0y 3 %o, Op > 0

qui correspond a la premiére ligne du diagramme (17.13.1.2), et olt o n’est autre que
Ihomomorphisme canonique qui, & chaque famille de sections (f);c; de Q%(/s®0x Oy
au-dessus d’un ouvert de T, fait correspondre sa somme.

D’autre part, ce qui correspond ici a la seconde fleche verticale du diagramme
(17.13.1.2) est 'homomorphisme

(r7.13.9.2) 7 (Rks) ' ®0, On —>i(qu1 (Q%(i/s@m,,‘.&r)

qui, a toute famille (#®1);c;, ol ici les # sont des sections au-dessus d’un ouvert de X
de Q%s, associe la somme des ((f)y,xs(t))®1, avec la notation de (16.4.18). L’homo-
morphisme p qui correspond a ’homomorphisme o de (17.13.1.3) est donc la restriction
a #®y_ 0y de I'homomorphisme v précédent.

Ces hypothéses et notations étant précisées, on peut appliquer a la situation
de (17.13.9.1) la prop. (17.13.2), ce qui donne le

Corollaire (17.13.10). — Sous les hypothéses générales de (17.13.9), soit t un point de T,
y; (tel) ses projections dans les Y;, x le point de X égal a chacun des f;(y;). Supposons que X
sott lisse sur S au point x et de dimension relative d, et que chacun des Y, soit lisse sur S au point y;;

soit d-c¢; (c; entier positif ou négatif ) la dimension relative de Y, au point y;,. Alors les
conditions sutvantes sont équivalentes :
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a) T est lisse sur S au point t, de dimension relative d-+ X ¢;.
. i€l
b) L’homomorphisme

p®1: FO, k(1) > @ (Qys®o, k(1))
est injectif.
Lorsque t est rationnel sur le corps k(s) (ou s est I'image de t dans S), ces conditions sont aussi
équivalentes & la suivante :
b ) L’homomorphisme transposé de o® 1

i§ITY,-/X () — (TX/s(x))I/ 8(TX/S (x))

(o & est Papplication diagonale) est surjectif.
11 suffit de remarquer que X! est lisse sur S et de dimension relative d.Card(I),
et Y lisse sur S de dimension relative d.Card(I)+ Elci.

Lorsque les conditions équivalentes de (17.13.10) sont vérifiées, on dit encore que
les f; forment une famille de morphismes transversaux au point t, relativement ¢ S. On voit encore
que ensemble des points teT ou cela a lieu est ouvert dans T. La remarque (17.13.4, (ii))
montre alors que si X et les Y; sont plats et localement de présentation finie sur S, et
de plus si T est propre sur S, ’ensemble des seS tels que les f; forment une famille
de morphismes transversaux en fous les points de T,, relativement a S, est ouvert
dans S.

(177.13.11) Considérons en particulier le cas, généralisant (17.13.7), ol les
Y; (cI) sont des sous-préschémas de X, les f; étant les injections canoniques, de sorte
que T=}g£(Yi) est encore le sous-préschéma « intersection » des Y;, et ¢=y,=x pour
tout ¢; au lieu de dire que les f; forment une famille de morphismes transversaux au
point x, on dit encore que les Y, se coupent transversalement au point x (relativement & S).
La condition a) de (17.13.10) s’exprime encore en la relation qui généralise (17.13.7.1)

(x7.13.11.1) codim,(T,, X)= Elcodimz((Y,-)s, X,

En outre, on a la propriété suivante, qui étend (17.13.8.1), et en donne une autre
démonstration quand 1 a 2 éléments :

Corollaire (x17.13.12). — Lorsque les Y, se coupent transversalement au point x, on a un
isomorphisme canonique
(x7.13.12.1) MT/X_’,-@(/VY;'/X(%“@T)'

On peut se borner au cas ol les Y; sont des sous-préschémas fermés de X, définis
par des Idéaux quasi-cohérents #;, de sorte que T est défini par I'Idéal fF=2 #,.

Par définition du faisceau conormal & une immersion (16.1.3), I’homomorphisme
canonique @ Z;—_¢ donne, par passage aux quotients, un homomorphisme surjectif
1

(17.13.12.2) ;@I(JVY#X(@@Y,-@T) — N px.
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Mais ici les Op-Modules des deux membres de (17.13.12.2) sont localement libres et
de méme rang 2c; (si ¢; est le rang de N'yx), en vertu de (17.2.5) et de la condition a)

de (17.13.10); on conclut donc de Bourbaki, Alg. comm., chap. I, § 3, n° 2, cor. de la
prop. 6, que (17.13.12.2) est bijectif, et (17.13.12.1) est 'isomorphisme réciproque.

17.14. Caractérisations locales et infinitésimales des morphismes lisses, des
morphismes non ramifiés et des morphismes étales.

Proposition (17.14.1). — Sotent f:X—>Y un morphisme localement de présentation
Sfinie, x un point de X, y=f(x). Pour que f soit lisse (vesp. non ramifié, resp. étale) au point x,
il faut et il suffit que la condition suivante soit vérifide :

- Pour tout schéma local Y'=Spec(A’) de point fermé y', tout morphisme h:Y —Y
tel que h(y')=yp, tout sous-schéma fermé Y,=Spec(A’'[J’) de Y', o l'idéal ' est de carré nul,
et tout Y-morphisme gy:Yo—>X tel que gi(y)==x, il existe au moins un (resp. au plus un,
resp. un et un seul) Y-morphisme g:Y'—X dont g, soit la restriction a Y.

Compte tenu des définitions (17.1.1 et 17.9.1), il s’agit de montrer que la condition
de ’énoncé est suffisante pour que f soit lisse (resp. non ramifié) au point x.

(i) Cas des morphismes lisses. On peut se borner au cas ou Y ==Spec(A) et
X =Spec(C) sont affines, avec C=B/R], ot B=A[T,, ..., T,] est une A-algébre
de polynémes et & un idéal de type fini de B. Pour prouver que f est lisse au point x, il
suffit d’établir que Ox , est une Oy -algébre formellement lisse pour les topologies
discrétes (17.5.1). Or on a Oy ,=B,/R]B,, ol q est un idéal premier de B, et si p est
I’image réciproque de q dans A, B, est une A, -algébre formellement lisse pour les topo-
logies discrétes (0, 19.3.2 et 19.3.5). Par application du critére jacobien (0, 22.6.1
et 20.5.12) il suffit donc de voir que B;/R%B, est une extension A -triviale de B /KB,
par 8B,/R?B,. Mais cela résulte précisément de I'hypothese appliquée & A’=B,/RB,
et J' =8KB,/R}2B, et au morphisme g, correspondant a Pautomorphisme identique
de A'[J =0,.

(ii) Cas des morphismes non ramifiés. Posons ici A= 0y ,, B=0y ,, et notons qu’en
vertu de (17.4.1, ¢)), il suffit de montrer que Qf, =(2%y),=o0. Or, avec les nota-
tions de (0, 20.4.1), 'anneau C=P},=(B®,B)/J? est local puisqu’il en est ainsi
de G/(3/3?) isomorphe a B. L’hypothése appliquée 2 A'=C et J'=3J/JI%> montre par
définition que Papplication dg, : B — Qp, est nulle (0, 20.4.6), donc que Q},=o0
par (0, 20.4.7).

Proposition (17.14.2). — Sotent Y un préschéma localement noethérien, f:X-—>Y
un morphisme localement de type fini, x un point de X, y=f(x). Pour que f soit lisse (resp. non
ramifié, resp. étale) au point x, il faut et il suffit qu’il vérifie la condition de (17.14.1) ot Pon
suppose de plus que I’anneau local A’ est artinien, que m'Y' =0, ot m’ est I'idéal maximal de A’,
et que le corps résiduel A'lm’ de A’ est égal a k(x).

Il s’agit encore de montrer que ces conditions sont suffisantes dans le cas des mor-
phismes lisses et le cas des morphismes non ramifiés.
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(i) Cas des morphismes lisses. Sil’on pose A=0y , et B=0y ,, ils’agitici de prouver,
compte tenu de (17.5.3), que B est une A-algébre formellement lisse pour les topologies
préadiques. Or, en vertu de (0, 22.1.4), cela découle de I’hypothese lorsqu’on remplace
dans celle-ci la condition m'J’=o0 par J cm’. Mais comme m’ est nilpotent, on voit
que la condition de ’énoncé est déja suffisante en considérant les anneaux A’'/m’'J’
et en raisonnant par récurrence sur j comme dans (0, 19.4.3). '

(ii) Cas des morphismes non ramifiés. Reprenons les notations de la démonstration
de (17.14.1, (ii)); pour prouver que l'idéal J/J? de C est nul, notons que C est alors un
anneau local noethérien, étant anneau local de I’anneau d’un ouvert affine d’un sous-
préschéma de X XyX, qui est localement de type fini sur X, donc aussi sur Y. Si ¢ est
Pidéal maximal de C, il suffit donc de vérifier que 'ona J/F2ct” pour tout z (0, 7.3.5),
ou encore que r"=1r"4(J/J?). Avec les notations de (0, 20.4.6), cela signifie encore

que pour tout z, les deux applications composées BAC-=C /" et BAC-C Jt* sont
identiques; mais comme C/t" est artinien, cette identité résulte de I’hypothése appliquée,
par récurrence sur n, a A'=Cft" et J'=(1"+(T/3I?)) /"

Remarque (177.14.3). — On notera que, sous les hypotheses de (17.14.2), si de plus
le corps K(x) est une extension finie de k(y), alors les A’-modules m'//m’"*! sont des
k(y)-espaces vectoriels de rang fini, donc a fortiori A’ est une Oy -algébre finie.

17.15. Cas des préschémas sur un corps de base.

Rappelons d’abord (6.7.7,6.7.8 et 6.8.1) la

Proposition (x7.15.1). — Sotent k un corps, X un préschéma localement de type fini sur k.
Pour que X soit lisse en un point x, il faut et il suffit que pour toute extension radicielle k' de k
(ou seulement pour toute extension finie radicielle de k), Panneau local COx @,k soit
régulier. St k(x) est une extension séparable de k (en particulier si £ est parfait), il revient au
méme de dire que Ox , est régulier.

Corollaire (17.15.2). — Sous les conditions de (17.15.1), pour que X soit lisse sur k,
il faut et il suffit que X soit géométriquement régulier sur k (6.77.6), ce qui entraine que X est régulier.
St k est parfait, alors X est lisse sur k si et seulement st X est régulier.

Proposition (17.15.3). — Sotent k un corps, X un préschéma localement de type fini sur k,
x un point de X, n=dim,(X). Soit (g;),<;<, une famille de n sections de Oy au-dessus de X,
et soit f:X—->Y=Speck[Ty, ..., T,]) le morphisme correspondant au k-homomorphisme
k[T, ..., T,] > I'(X, O) transformant T; en g, (I, 2.2.4). Les conditions suivantes sont
équivalentes (et impliquent que X est lisse sur k au point x et par suite régulier au point x) :

a) f est étale au point x.

b) Les images des dyyg; forment une base du Oy -module (%),

c) Les images des dx,g; engendrent le Ox -module (%),

Si f est étale au point x, X est lisse sur £ au point x puisque Y= Spec(k[T,, ..., T,])
est lisse sur £ (17.3.8); le fait que @) entraine b) est donc un cas particulier de (17.11.3).
Comme b5) entraine trivialement ¢), il reste a voir que ¢) implique @). Notons d’abord
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que P'hypothése entraine que ’homomorphisme (f*(2%,)), = (Q%u), est surjectif, donc,
en remplagant X par un voisinage ouvert de ¥, on peut supposer que ’homomorphisme
S(Q4) — Q% est surjectif (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 5, n° 1, prop. 2);
par suite f est non ramifié (17.2.2). Nous allons voir d’abord qu’on peut se borner
au cas ou x est rationnel sur k. En effet, si 'on pose A =k(x), et X'=X® L',
Y'=Y®k'=Spec(k'[T,, ..., T,]), il existe un point x'eX’ au-dessus de x, tel
que k(x')=4k". Pour prouver que f est étale au point x, il suffit de montrer que
S'=fpy: X'=>Y' est étale au point x' (17.7.1, (ii)); d’ailleurs f’ est non ramifié
(17.3.8, (iii)) et Pon a dim,(X')=n (4.2.7). De la méme maniére on peut, en rem-
placant £’ par une extension algébriquement close de &', supposer que £ est algébriquement
¢los. Posons alors y= f(x), A=0y ,, B=0x ,; comme le corps résiduel de B est égal a £,
il en est de méme de celui de A, donc x (resp. y) est un point fermé de X (resp. Y) (I, 6.4.2)
et 'on a par suite dim(A)=dim(B)=n. Puisque f est non ramifié, I’homomorphisme
ASB est surjectif (17.4..4, f'')); mais comme dim(A)=dim(B)=n, et que A, étant un
anneau régulier, est intégre, I’homomorphisme A>B est aussi injectif (0, 16.3.10).
Cet homomorphisme est donc bijectif, ce qui achéve de prouver que f est étale au
point x (17.6.3, ¢'’)).

Corollaire (x7.15.4). — Sous les hypothéses générales de (17.15.3), supposons en outre
que k(x) soit une extension finie et séparable de k et que les germes (g), appartiennent & m,.
Alors les conditions a), b), c) de (17.15.3) équivalent aussi & chacune des suivantes :

d) Les n germes (g,), engendrent Iidéal maximal m, de Oy

d’) L’anneau O , est régulier et les (g;), forment un systéme régulier de paramétres pour
cet anneau (0, 17.1.6).

En effet, d’) entraine trivialement d). D’autre part, comme k(x) est une extension
finie et séparable de £, on a Q=0 (0,20.6.20) et k(x)=0x ,/m, est une k-algébre
formellement lisse pour les topologies discrétes (0, 19.6.1), donc la suite exacte
(0,20.5.14.1) s’applique & A=k, B=0,, 8 =m,, et fournit un isomorphisme
canonique

7z.

8 2/ = (D), R0, K(x).

De 1a on déduit d’abord I’équivalence des conditions ¢) et d), compte tenu du lemme
de Nakayama. D’autre part, si f est étale au point x, Panneau Oy , est régulier et de
dimension 7z, puisque x est un point fermé de X (I, 6.4.2), et n éléments de m, qui
engendrent cet idéal maximal forment alors nécessairement un systéme régulier de
parametres pour O , (0, 17.1.6), ce qui prouve que a) entraine d’).

Proposition (17.15.5). — Soient k un corps, X un préschéma localement de type fini sur k,
x un point de X, n=dim (X). Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) X est lisse sur k au point x.

b) X est différentiellement lisse sur k au point x.

) (2%u), est un Ox ~module libre de rang n.

d) (2ku), est un Ox ~module admettant un systtme de n générateurs.
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e) 1l existe une extension parfaite k' de k et un voisinage ouvert U de x dans X tels que le
préschéma UK soit régulier.

Le fait que X soit lisse sur £ au point x entraine I’existence d’un voisinage ouvert U
de x qui est lisse sur £, donc U®, k' est régulier pour foute extension £’ de k (17.15.2),
ce qui prouve que a) implique ¢). Inversement ¢) implique a), car alors U®. k' est
lisse sur £’ (17.15.2), donc U est lisse sur £ (17.7.1, (ii)).

On a dé&a prouvé que a) entraine ¢) (17.10.2); ¢) implique d) trivialement et
le fait que d) implique a) résulte de (0, 20.4.7) et (17.15.3, ¢)).

Enfin, on a déja vu que @) implique 5) (17.12.4). Inversement, pour prouver
que b) entraine ), on peut se borner au cas ol x est rationnel sur k, en considérant, comme
dans la démonstration de (17.15.3), un point ¥’ de X'=X®, %’ au-dessus de x et tel
que k(x")=Fk'=k(x), utilisant encore (17.7.1, (ii)) et le fait que si X est différentiellement
lisse au point x, X' est différentiellement lisse au point x” (16.10.4). Supposant donc x
rationnel sur %, le fait que f soit lisse en x résulte alors de 'hypothése b) et de (17.12.5)
appliqué & la k-section u:Spec(k) >X telle que u(Spec(k))={x}.

Corollaire (x77.15.6). — Soit X un préschéma de type fini sur un corps k. Pour que X soit
lisse sur k, il faut et il suffit que le Og-Module %, soit localement libre, et que les anneaux locaux
aux points maximaux de X soient des corps, exiensions séparables de k (cette derniére condition
étant automatiquement vérifiée si £ est un corps parfait et X un préschéma réduit).

Les conditions sont nécessaires, car si X est lisse sur %, il résulte de (17.10.2)
que Q% est localement libre; d’autre part, X est régulier, donc a fortiori réduit, donc
en tout point maximal x de X, O , est un corps, qui doit €tre une k-algebre formel-
lement lisse pour les topologies discrétes (17.5.1), donc une extension séparable
de £ (0, 19.6.1).

Les conditions sont suffisantes. On peut en effet se borner au cas ot X est connexe,
donc Q% localement libre de rang constant n. Pour tout point maximal x de X, on a
alors gy Qpp =7 puisque Oy ,=k(x); comme par hypothése k(x) est une extension
séparable de £, on a Yy,,=o0 (0,20.6.3), donc deg.trk(x)=n par Pégalité de
Cartier (0, 21.7.1). Toutes les composantes irréductibles de X ont donc méme
dimension n (5.2.1), et on conclut que X est lisse sur £ en tout point en vertu de ce
que ¢) entraine @) dans (17.15.5).

Corollaire (x7.15.7). — St k est de caractéristique o, alors, pour que X soit lisse sur k au
point x, il faut et il suffit que (Q%), soit un Ox ;module libre.

Cela résulte de (16.12.2) et de I’équivalence de b) et a) dans (17.15.5).

Proposition (x7.15.8). — Sotent k un corps, X un préschéma localement de type fini
sur k, x un point de X; posons n=dim,(X), r=dim(0 ,), de sorte que n—r=deg.tr,k(x)
(5.2.3). Soit (g)1<i<n une famille de n sections de Oy au-dessus de X, telles que (g;),em, pour
1<i<r; soit f: XY =Spec(k[Ty, ..., T,]) le morphisme correspondant au k-homomorphisme
k[Ty, ..., T,] > (X, O) transformant T; en g;. Les conditions suivantes sont équivalentes
(et impliquent que X est lisse sur k au point x et que k(x) est une extension séparable de k) :

a) f est étale au point x.
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b) Les (g;), tels que 1<i<r engendrent m, (et par suite forment un systéme régulier
de paramétres pour Oy, (0,17.1.6)) et les images dans Q. des éléments (dy,.g),
pour TH1<j<n engendrent Q..

On a en effet (0, 20.5.12.1) la suite exacte de k(x)-modules

(r7.15.8.1) m,/mg — (‘Q%(/k)z@)@x,xk(x) — Qi = ©

et la condition 4) entraine par suite que les (dy,g), engendrent (2% ,), compte tenu
du lemme de Nakayama; le fait que 5) implique a) résulte donc de (17.15.3). Inver-
sement, si a) est vérifide, les (dx,g;), pour 1<i<n forment une base de (2%,), en vertu
de (17.15.3). Si ¢ (1<i<n) est ’image de (g;), dans k(x), on conclut de ce qui précéde
que les df; engendrent Q,,, pour 1<i<n, et comme par hypothése 4 =0 pour 1<i<r,
les df; pour r41<i<n engendrent déja Q.. Comme deg.tr,k(x)=n—r, il suit
de Tégalité de Cartier (0,21.7.1) que Y,,;=o0, donc k(x) est une extension
séparable de £ (0, 20.6.3), et la suite de k(x)-espaces vectoriels

(17.15.8.2) 0 = myfmg > (Qxu),®0, k(x) > Qg — 0

est exacte ((0, 20.5.14) et (0, 19.6.1)); en outre les df, pour r41<i<n forment une
base de Q. donc aucun des f tels que r41<i<z ne peut étre nul. Cela montre
que les images des (g,), dans m,/m2 pour 1<i<r engendrent nécessairement m,/mZ,
donc les (g;), pour 1<i<r engendrent m, en vertu du lemme de Nakayama, ce qui
achéve de prouver que ) implique 5).

Corollaire (17.15.9). — Soient X un préschéma localement de type fini sur un corps k,
x un point de X et posons n=dim,(X), r=dim(0Ox ,). Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Lanneau O , est régulier et k(x) est une extension séparable de k.

b) X est lisse sur k au point x, et I’homomorphisme canonique

T, /mg —> (Qgi/k)a:@@x’xk(x)
est injectif.

c) Il existe n sections g; de Ox au-dessus d’un voisinage ouvert U de x telles que (g;),em,
pour 1<i<r et que le morphisme U —Spec(k[T,, ..., T,]) correspondant aux g; (cf. (17.15.8))
soit étale au point x. :

d) Il existe n sections g; (1<i<n) de Ox au-dessus d’un voisinage ouvert U de x, telles
que les (g), pour 1<i<r engendrent m, et que les images dans Qu, des (dyyg;), pour
r+1<j<n engendrent Qp ..

L’équivalence de ¢) et d) résulte de (17.15.8). De plus, on a vu dans la démons-
tration de (17.15.8) que la condition ¢) entraine que X est lisse sur k£ au point x et que
la suite (17.15.8.2) est exacte, donc ¢) entraine ). La condition #) entraine que
Panneau Oy , est régulier, donc m,/mZ est de rang r; en outre, (%), est alors un
Ox ,-module libre de rang n (17.10.2); comme la suite (17.15.7.2) est exacte par
hypothése, Q. est de rang n—r=deg.tr,k(x) et ’égalité¢ de Cartier montre que
Yy =0, donc k(x) est séparable sur £ (0, 20.6.3); ainsi 4) entraine a). Enfin, si a)
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est vérifiée, on déduit encore de l'égalité de Cartier que Q, est de rang n—r.
Comme d’autre part 'anneau Oy , est régulier, I’existence des g; vérifiant les conditions
de d) est immédiate.

Remarques (17.15.10). — (i) Pour qu’un préschéma de type fini X sur £ soit lisse
sur £, il ne suffit pas que Q% soit localement libre, comme le montre ’exemple ou
X =Spec(K), K étant une extension finic non séparable de £.

(it) Lorsque £ n’est pas parfait, il peut se faire que X soit lisse sur £ sans que k(x)
soit séparable sur £. On en a un exemple en prenant X = Spec(k[T]) et pour x le point
correspondant a I'idéal premier principal (T?—2) (p>o0 caractéristique de £, hek—£kP).

(iii) Toutefois, si X est un préschéma lisse sur £, ’ensemble des points fermés de X
tels que k(x) soit séparable (et fini) sur £ est dense dans X. En effet, soit f: X —>Spec(k)
le morphisme structural; pour tout x,eX, il y a un voisinage ouvert U de x, dans X
et une factorisation de f|U : U % Spec(k[T,, ..., T,]) LY Spec(k) ou gestétale (17.11.4).
Comme on peut se borner au cas ot £ est non parfait, donc infini, I’ensemble des points
de Pouvert g(U) qui sont rationnels sur k est non vide; si y est un tel point et xeU un
point au-dessus de y, x est fermé dans X et k(x) est séparable sur k(y) =% (17.6.2).

Proposition (x7.15.11). — Soit X un préschéma de type fini sur un corps k. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

a) X est étale sur k.

b) X est non ramifié sur k.

c) X est isomorphe a Spec(A), o A est une k-algébre finie et séparable.

Cela résulte de (17.6.2) et (17.4.2), compte tenu de ce que la condition &)
implique ici que X est fini sur £. )

Proposition (x7.15.12). — Soient k un corps, X un préschéma localement de type fini
sur k. Pour qu’il existe un ouvert partout dense U de X qui soit lisse sur k, il faut et 1l suffit que
pour tout point maximal x de X, X soit réduit en ce point et que k(x) soit une extension séparable
de k. Pour qu’il existe un ouvert partout dense U de X tel que U, soit lisse sur k, il faut et il
suffit que pour tout point maximal x de X, k(x) soit une extension séparable de k.

La seconde assertion résulte évidemment de la premiére. Dire qu’il existe un
ouvert partout dense U lisse sur £ signifie que X est lisse sur £ en chacun de ses points
maximaux x. Il est nécessaire pour cela que O , soit régulier (17.15.1) et a fortiori
réduit, donc un corps, égal & E(x); en outre (17.15.1), k(x)®, k" doit étre régulier
pour toute extension radicielle £’ de %, donc k(x) doit étre une extension séparable
de £ (4.3.5); la réciproque est immédiate, en vertu de (17.15.1).

Corollaire (17.15.13). — Soit X un préschéma algébrique sur un corps k. Alors il existe

un ouvert partout dense U dans X et une extension finie radicielle k' de k tels que (Ugy,),eq Soit

lisse sur k'.

En effet, il y a une telle extension &’ telle que (Xp))q s0Oit géométriquement
réduit sur £ (4.6.6), ce qui équivaut a dire (4.6.1) que pour tout point maximal x’
de X, k(x") est une extension séparable de £’. On conclut donc de (17.15.12) qu’il
y a un ouvert partout dense U’ de X, tel que Uy, soit lisse sur £’. Mais le mor-
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phisme X;,—X est un homéomorphisme (2.4.5), donc U’ est de la forme Uy, oa U
est un ouvert partout dense dans X.

Proposition (17.15.14). — Soit X un préschéma algébrique sur k, de dimension <1.
Alors il existe une extension finie radicielle k' de k telle que le normalisé (I, 6.3.8) de (X))
soit lisse sur k'.

Démontrons d’abord les deux lemmes suivants :

Lemme (17.15.14.1). — Soient X un préschéma réduit dont I’ensemble des composantes
trréductibles est localement fini, f:Y —>X un morphisme. Pour que Y soit X-isomorphe au norma-
lisé X' de X (IL, 6.9.8), il faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées :

(1) Y est normal ;

(ii) f est un morphisme entier et birationnel.

Lorsqu’il existe dans X un ouvert dense et normal (ce qui est foujours le cas lorsque X est
excellent (77.8.3), en particulier lorsque X est localement de type fini sur un corps), on peut remplacer
la condition (ii) par la suivante :

(ii bis) f est entier et il existe un ouvert dense U dans X tel que f~*(U) soit dense dans Y
et que la restriction f~Y(U)—=U de f soit un isomorphisme.

La question étant locale sur X, on peut supposer que X n’a qu’un nombre fini
de composantes irréductibles; soient X; (1<i<m) les sous-préschémas réduits de X ayant
ces composantes pour espaces sous-jacents. On sait (I, 6.3.6) que X’ est somme des
normalisés X; des X;; chacun des morphismes structuraux f; : X;—X, est donc entier
et birationnel, donc f est entier et birationnel; il est immédiat que (ii) entraine (ii bis)
lorsqu’il existe un ouvert V dense et normal dans X, en prenant U=V. Inversement,

red

si les conditions (i) et (ii) sont remplies, Y n’a qu’un nombre fini de composantes irré-
ductibles Y; (1<i<m), Y, dominant X, pour chaque indice 7 (6.15.4); Y est somme
des Y, puisqu’il est normal, et le morphisme g; : Y;—X; en lequel se factorise la restric-
tion Y;—~X de f (I, 5.2.2) est birationnel; comme X; et Y; sont intégres, il résulte
alors du fait que g; est entier et Y; normal que, pour tout ouvert affine V de X,
I'(g7'(V), Oy,) est la cloture intégrale de I'(V;, 0,), donc Y s’identifie canoniquement
a X’ (IL, 6.3.4). Enfin, si ’'on suppose vérifiée la condition (ii bis), on peut se borner
au cas ou U est réunion d’ouverts irréductibles disjoints U; (1<i<m), donc f~*(U)
réunion disjointe des V,=f"!(U,;). Comme les V; sont irréductibles et f~*(U) dense
dans Y, les V; sont les composantes irréductibles de Y et par suite f est birationnel.

Lemme (17.15.14.2). — Soient k un corps, X un préschéma algébrique sur k. Alors il
existe une extension finie radicielle k' de k telle que (X)), S0it géométriquement réduit sur k'
et que son normalisé soit géométriquement normal sur k'.

Compte tenu de (4.6.6) et de (I, 5.1.8), on peut se borner au cas ot X est déja
géométriquement réduit sur £. Soient p Pexposant caractéristique de £ et k=47 "
la plus petite extension parfaite de k; %, est donc limite inductive des extensions finies
radicielles de £. Posons X; =X ,, qui est réduit par hypothése, et soit Y, son normalisé;
si f1:Y;—-X,; est le morphisme structural, f; est donc fini (7.8.3, (vi)) et surjectif,
et il existe un ouvert dense U, dans X tel que f;*(U;)=V; soit dense dans Y, et que

104



§ 17 ETUDE LOCALE DES SCHEMAS ET DES MORPHISMES DE SCHEMAS 105

le morphisme V,;—U,; restriction de f; soit un isomorphisme (17.15.14.1). Appli-
quant (8.9.1) et (8.10.5, (vi) et (x)), on voit donc d’abord qu’il existe une extension
finie radicielle £’ de £ et un morphisme fini surjectif Y —>X"=X4, tels que
Y, =Y"%Xx.X;=Y"®,.k;; puisque Y, est normal et k, parfait, il résulte de (6.7.7)
que Y est géométriquement normal sur £”’. Comme les projections X;—->X" et Y;—»>Y"
sont des morphismes entiers, surjectifs et radiciels, ce sont des homéomorphismes (2.4.5),
et si U” et V" sont les images de U, et V,; dans X" et Y'' respectivement, ce sont
des ouverts denses dans X" et Y’ respectivement tels que V"'=jf""'(U"), ou
Sf7:Y">X" est le morphisme structural. Comme on a U,=U"®,.k;, il résulte
de (8.10.5, (i)) qu’il existe une extension finie radicielle £’ de £" telle que si 'on pose
X'=XOuk'=X"® k', Y=Y"®uk, f'=Ffp: Y =X, et si U et V' sont les images
de U” et V" dans X’ et Y’ respectivement, la restriction V'—U’ de f’ soit un isomor-
phisme. Comme Y’ est normal et f’ entier et birationnel, on conclut de (17.15.14.1)
que Y’ est isomorphe au normalisé de X', ce qui prouve le lemme puisque Y’ est géomé-
triquement normal.

Revenons maintenant a la démonstration de (17.15.14), et appliquons a £ et X
le lemme (17.15.14.2); puisque dim(X)<1, on a aussi dim(Xg))<1 (4.1.4), et le
normalisé Y’ de X, est aussi de dimension <1 (5.4.2 et II, 7.4.6). Dire que Y’
est géométriquement normal sur £’ revient alors a dire, en vertu des définitions et
de (IL, 7.4.5), que Y’ est géométriquement régulier sur &', donc lisse sur &' (17.5.1),
ce qui prouve (17.15.14).

Proposition (x7.15.15). — Soit f: XY un morphisme localement de présentation finie.
Pour que f soit lisse en un point xeX, il faut et il suffit que f soit plat au point x et que 2} soit
un Qy-Module localement libre dans un voisinage de x, de rang en x égal & dim, f.

La nécessité des conditions résulte de (17.5.1) et (17.10.2). Inversement, si ces
conditions sont vérifiées, et si y=f(x), il suffit de montrer (17.5.1) que f~1(») est lisse
sur k() au point x; mais cela résulte de la définition de dim,f (17.10.1), de (16.4.5)

et de (17.15.5).

17.16. Quasi-sections de morphismes plats ou lisses.

Les énoncés de ce numéro complétent ceux de (14.5), moyennant des hypothéses
de platitude.

Proposition (x7.16.1). — Soit f: X—S un morphisme plat localement de présentation
Jinie. Soient seS, x un point fermé de X, tel que Oy, soit un anneaw de Cohen-Macaulay ;
alors il existe un voisinage ouvert U de s dans S et un sous-préschéma X'Cf~Y(U) de X tel
que xe€X' et que le morphisme X'—U, restriction de f, soit plat, quasi-fini et de présentation
Sinie.

La question étant locale sur X et Y, on peut supposer f de présentation finie.

Soit (#)1<i<m un systtme de paramétres de ’anneau local @, ,; il existe un voisinage
ouvert affine V==Spec(A) de x dans X et m sections g; de O au-dessus de V telles que
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les images des (g;),€0 , dans O ,=0 ./m, 0y, soient égales aux #. Soit X' le
sous-préschéma fermé de V défini par I'idéal de A engendré par les g;; la suite (4) étant
par hypothese réguliére (0, 16.5.7) il résulte de (11.3.8) qu’en remplagant au besoin V
par un voisinage ouvert plus petit, on peut supposer que le morphisme X’'—S, restriction
de f, est plat et de présentation finie. D’autre part, puisque les # forment un systéme de
paramétres de Oy, ,, 'anneau Oy, , est par définition artinien, et comme x est fermé
dans X, on en conclut qu’il est isolé dans X! . En remplagant V au besoin par un voisinage
plus petit de x, on en conclut, grace a (13.1.4) que le morphisme X’'—S est quasi-fini.

Corollaire (17.16.2). — Soit f: X—~>S un morphisme fidélement plat et localement de
présentation finie. Alors il existe un morphisme g : S'—S, fidélement plat, localement de présentation
finie et localement quasi-fini, tel qu’il existe un S-morphisme S'—~X (autrement dit, tel qu’il
existe une S'-section de X'=XxgS" (I, 3.3.14)). St S est quasi-compact (resp. quasi-compact
et quasi-séparé), on peut supposer S’ affine (resp. S’ affine et le morphisme g quasi-finz).

Pour tout seS, la fibre X, est non vide par hypothése et est un préschéma
localement de type fini sur k(s) ; ’ensemble U, des points x de X, ou l_ , est un anneau
de Cohen-Macaulay est ouvert dans X, (6.11.3) et est non vide, puisqu’il contient
les points maximaux de X, (0, 16.5.1); il contient par suite un point x, fermé
dans X, (10.4.7). Soit X’(s) un sous-préschéma affine de X contenant x, et vérifiant
les conditions de (17.16.1). Pour obtenir un préschéma S’ vérifiant les conditions de
I’énoncé, il suffit de prendre la somme des X'(s), ou s parcourt S. Puisque le morphisme
X'(s)—>S est plat et localement de présentation finie, I'image U(s) de X'(s) est ouverte
dans S(2.4.6); lorsque S est quasi-compact, on peut donc recouvrir S par un nombre
fini de U(s;) et le préschéma S’ somme des X'(s;) répond encore a la question et est
affine. Si de plus S est quasi-séparé, on peut supposer les immersions ouvertes U(s) —S
quasi-compactes (1.2.7), donc de présentation finie (1.6.2), et alors les morphismes
X'(s) =S sont de présentation finie (1.6.2) et il en est par suite de méme du
morphisme S’—8S.

Corollaire (17.16.3). — (1) Soit f:X—>S un morphisme lisse. Soient seS, x un
point fermé de X, tel que le corps résiduel k(x) soit séparable sur k(s); alors, dans la conclusion
de (17.16.1), on peut prendre X' tel que le morphisme X'—U, restriction de f, soit étale.

(i1) Soit f:X—>S un morphisme lisse surjectif. Alors, dans les conclusions de (17.16.2),
on peut supposer en outre que g:S'—S soit étale.

Il est clair que (ii) se déduit de (i) comme (17.16.2) de (17.16.1), compte tenu
de ce que, pour tout se€S, comme X, est non vide et lisse sur k(s), il existe un point
fermé xeX, tel que k(x) soit séparable sur k(s) (17.15.10, (iii)). Il suffit donc de
prouver (i). On notera que 'anneau O, , est alors régulier; si 'on répéte la construction
faite dans (17.16.1) en prenant pour (f) un systeme régulier de parametres de O ,,
Panneau 0, , est un corps isomorphe & k(x), donc séparable sur k(s) par hypothése.
La conclusion résulte alors de (17.6.1, ¢’)).

Proposition (17.16.4). — Soient S un préschéma quasi-compact et quasi-séparé, f:X—>S
un morphisme surjectif localement de présentation finie. Alors il existe une famille finie (S;);c;
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de sous-préschémas affines de S, de présentation finie sur S, deux a deux disjoints, de réunion S,
et ayant la propriété suivante : pour chaque i€l, il existe deux morphismes finis de présentation
Sfinie et surjectifs S|’ 4 S; —’l S;, o h; est étale et g; plat et radiciel, et un S-morphisme S’ —>X
(autrement dit une S;’-section de X=X x¢S").

Il y a un recouvrement fini (U,);<;<, de S par des ouverts affines; pour tout i,
Pintersection W,-=ir<]iU1- est quasi-compacte (1.2.7) donc il existe un sous-préschéma
fermé V; de U; ayan; pour espace sous-jacent U;—W, et défini par un idéal de type
fini de I’anneau de U;; donc V; est un sous-préschéma affine de S qui est de présentation
finie sur S (1.6.2). Il est clair qu’on peut se borner a prouver la proposition en y
remplagant S par V; et X par X X4V,. Autrement dit, on peut déja supposer S affine.
D’autre part, X est réunion d’ouverts affines W, et les f(W,) sont constructibles
dans S (1.8.4) et forment un recouvrement de S; par suite (1.9.9) il existe une sous-
famille finie (Waj)lstm telle que les f(Wa],) forment déja un recouvrement de S.
Soit alors X’ le préschéma somme des sous-préschémas induits sur les ouverts W, de X;
il est immédiat qu’il suffit de prouver la proposition en remplacant X par X’ puisqu’un
S-morphisme S;’—+X’ donne par composition un S-morphisme S;"—X’'—X.,

On peut donc supposer X affine et f de présentation finie. On peut alors (8.9.1)
écrire X sous la forme X,Xg S, ou S, est noethérien, X,—S, un morphisme de type
fini, qu’on peut supposer surjectif (8.10.5, (vi)). Si la proposition est prouvée pour ce
morphisme, elle en résultera aussité6t pour X par changement de base S—S;. On peut
donc supposer de plus S noethérien et f de type fini.

Soient s, (1<k<r) les points maximaux de S. Montrons qu’il suffit de prouver
Pénoncé en remplacant S par un voisinage ouvert assez petit U, de chacun des s,, X par
Pimage réciproque de U, dans X. En effet, supposons la proposition établie dans ce cas,
et raisonnons par récurrence noethérienne (0, 2.2.2) en supposant 1’énoncé établi
pour tout sous-préschéma fermé de S ayant un espace sous-jacent #S. On peut sup-
poser les U, deux & deux sans point commun; si T est un sous-préschéma fermé ayant
pour espace sous-jacent S~—(LhJ U,), l’hypothése de récurrence entraine que 1’énoncé
est vrai pour T; comme il est vrai aussi pour chacun des U,, il I’est évidemment
pour S.

Comme on peut évidemment (en remplacant S par S, et X par X XgS,4)
supposer S réduit, chacun des O ,, est un corps k(s;). Supposons que I'on ait prouvé la
proposition lorsque S est le spectre d’un corps et f est de type fini. Alors ’existence des U,
résulte de la méthode de (8.1.2, a)) et de (8.8.2, (i) et (ii)), (8.10.5, (vi), (vii) et (x)),
(r1.2.6, (ii)) et (17.7.8, (ii)).

Supposons donc S = Spec(k), oit £ est un corps, X étant de type finisur ket X0,
Comme X est noethérien, il existe dans X un point fermé x (0;, 2.1.3), donc k(x) est
une extension finie de £ (I, 6.4.2). Il y a par suite une extension finie séparable £’ de £
telle que £”"=k(x) soit extension finie radicielle de £’. On répond alors a la question
en prenant I réduit & un élément, S;=Spec(k’), S;'=Spec(k’’).
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Corollaire (x7.16.5). — Soit f: X—S un morphisme surjectif localement de présentation
Sfinie. Alors il existe un morphisme g :S'—S surjectif, localement de présentation finie et localement
quasi-fini, tel qu’il existe un S-morphisme S’—>X (autrement dit tel qu’il existe une S’-section
de X'=XXS"). 8t S est quasi-compact (resp. quasi-compact et quasi-séparé), on peu;,‘ supposer
S’ affine (resp. S’ affine et le morphisme g de présentation finie et quasi-fini).

I suffit de prouver le corollaire en supposant S affine : S est en effet réunion d’une
famille (S,) d’ouverts affines, et si pour chaque «, S}, est affine et le morphisme g, : S, —S,
répond a la question et est de présentation finie et quasi-fini, alors en prenant pour S’
le préschéma somme des S, g:S'—S coincidant avec g, dans chacun des S/, ce mor-
phisme répond & la question; en outre, si S est quasi-compact, on peut supposer la
famille (S,) finie, donc S’ affine; si de plus S est quasi-séparé, les immersions S,—S
sont de présentation finie (1.6.2), donc il en est de méme de g.

Considérons donc le cas oit S est affine : on forme alors les morphismes finis et de
présentation finie S;'—S,; de (17.16.4); comme les immersions S,—~S sont de présen-
tation finie (les S; étant affines), les morphismes g’ : S;'—S;—S sont de présentation
finie et quasi-finis, et on répond & la question en prenant S’ égal & la somme des S’ et g
coincidant avec g’ dans chacun des S;'.

Proposition (17.16.6). — Soient S un préschéma quasi-compact et quasi-séparé, f:X—>S
un morphisme de présentation finie tel que, pour tout seS, X,=f"'(s) soit un préschéma propre
sur k(s). Alors il existe une famille finie (S;);c; de sous-préschémas affines de S, de présentation
finie sur S, deux a deux disjoints, de réunion S et tels que, pour tout 1, le morphisme X; =X X¢S;—S;
soit propre et plat. St de plus, pour tout seS, X, est fini sur k(s), on peut prendre les S; tels
que chacun des morphismes X,—S,; se factorise en

u ., hi

ol u; et by sont finis et localement libres (18.2.7), h; est étale, u; est radiciel et surjectif.

On suit une marche analogue a celle de (17.16.4). On se rameéne d’abord au cas
ou S est affine et ou f est plat, en utilisant le théoréme de platitude générique (8.9.5)
(on observera que les sous-préschémas S; définis dans la démonstration de (8.9.5) sont
affines). Puisque f est de présentation finie, on peut ensuite écrire X =X;Xg S, ol S,
est noethérien, X,->S, un morphisme de type fini et plat (11.2.7); en outre chaque
fibre (X,),, est encore propre sur k(sy), comme il résulte de (2.7.1, (vii)) et on est donc
ramené au cas ou S est noethérien. Par récurrence noethérienne et application du procédé
de (8.1.2, a)) (en utilisant aussi cette fois (8.10.5, (xii))), on est finalement ramené,
pour prouver la premiére assertion, au cas ou S est le spectre d’un corps, qui résulte
trivialement de ’hypothése (avec S;=S). On traite de méme le cas oi X, est supposé
fini sur k(s) pour tout seS (il faut cette fois utiliser (2.7.1, (xv)), (8.10.5, (x), (iv), {vi)
et (vil)), (17.7.8) et (2.1.12)), et on est ramené a prouver la derniére assertion de
I’énoncé lorsque S==Spec(k) est le spectre d’un corps. Mais alors X =_Spec(A), ou A
est une k-algébre finie (I, 6.4.4); donc A est composée directe de k-algébres finies A,
qui sont des anneaux locaux (1<j<m); puisque A; est un anneau artinien et une
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k-algébre, il contient un sous-corps K isomorphe canoniquement au corps résiduel
de A; (0, 19.6.2). On prend alors X;=X, X! somme des Spec(K;) et il est clair
que l'on répond ainsi a la question puisque pour tout j on a deux homomorphismes
K;—A;—~E(A;) dont le composé est un isomorphisme.

§ 18. COMPLEMENTS SUR LES MORPHISMES ETALES
ANNEAUX LOCAUX HENSELIENS ET ANNEAUX STRICTEMENT LOCAUX

Dans le présent paragraphe, nous étudions diverses propriétés spéciales aux mor-
phismes étales. De plus, la notion de morphisme étale permet de développer de fagon
fort naturelle la théorie de Nagata des anneaux henséliens, ainsi que celle des anneaux
strictement locaux. Ces anneaux jouent un réle important dans de nombreux dévelop-
pements récents, en s’introduisant chaque fois que I’on a besoin d’un procédé de « locali-
sation » plus fin que celui fourni par la topologie de Zariski (cf. par exemple [43], en atten-
dant la parution du chapitre de notre Traité consacré a I’étude de la « topologie étale »).

18.1. Une équivalence remarquable de catégories.

Proposition (18.x.x). — Sotent S un préschéma, Sy un sous-préschéma fermé de S, X, un
So-préschéma lisse (vesp. étale) sur Sy, x, un point de X,. Il existe alors un voisinage ouvert U,
de xy dans X, un S-préschéma U lisse (vesp. étale) sur S et un Sy-isomorphisme U xgS, = U,.

Notons que si X, est étale sur S, au point x,, il est a fortiori non ramifié sur S, en
ce point; si ’on a construit un S-préschéma U lisse sur S tel que U XS, soit isomorphe
a U,, comme les fibres des morphismes Uy,—>S, et U—S contenant x, sont alors iso-
morphes, il en résultera que U est non ramifié sur S au point %, (17.4.1, d)), donc aussi
dans un voisinage de x,; en remplagant U par ce voisinage, on en conclut que U sera étale
sur S. II suffit donc de prouver la proposition lorsqu’on suppose seulement X lisse sur S,.

La question étant locale sur S et sur X,, on peut supposer que S==Spec(A) et
Xo=23Spec(C,) sont affines, de sorte que S,=Spec(A,), ol A; est un anneau quotient
de A, Cy=B,/J,, ou By=A,[T,, ..., T,] etJ,est unidéal de type fini de By; enfin,
C, est une A,-algebre formellement lisse pour les topologies discréetes. Soit p, P’idéal j,
dans Cy; on a py=0qe/Jy, OU qo est un idéal premier de B,. Le critére jacobien
(0, 22.6.4) joint & (0, 19.1.12) montre qu’il existe dans J, une famille de 7 polynémes
4 (1<i<r) etrindices j, (1<A<r) tels que les images des u; dans (Jy),,/(3%),, engendrent
ce (By),,-module et que l'on ait ‘

(x8.1.1.1) det(0y;/0T;,) ¢qq.
Comme (B,),, est un anneau local, il résulte du lemme de Nakayama que l'on peut
supposer que les images des #; dans (J,), engendrent ce (B,),-module, puis, en rem-

plagant au besoin X, par un voisinage ouvert affine de x,, que les # engendrent J,
(0;, 5.2.2). Posons alors B=A[T,, ..., T,]; By est donc un anneau quotient
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de B, g, est 'image d’un idéal premier q de B et q 'image réciproque de q,. Pour tout ¢,
soit ;,€B un élément dont u; est 'image dans By, et soit J I’idéal de B engendré par
les ;, de sorte que J, est 'image de I dans B,. La proposition sera établie en prenant
pour U un voisinage ouvert du point de Spec(B/J) correspondant & I'idéal premier
p=q/J, pourvu que l'on prouve que B,/J, est une A-algébre formellement lisse pour
les topologies discrétes. Or, cela résulte du critére jacobien, car les images des y; dans
J4/3; engendrent ce B-module, et il résulte de (18.1.1.1) que Pon a det(dy;/0T;) ¢q.

Théoréme (x8.x.2). — Sotent S un préschéma, Sy un sous-préschéma fermé de S dont
Pespace sous-jacent est identique & celui de S. Alors le foncteur
X a» X XgS,

de la catégorie des S-préschémas étales sur S, dans la catégorie des Sy-préschémas étales sur S, est
une équivalence de catégories.

Montrons d’abord que ce foncteur est pleinement fidéle. Soient X, Y deux S-préschémas
étales sur S, et posons Xo=X XgS;, Yo=Y X3S,. Si Z=X XY, I'ensemble Hom(X, Y)
est en correspondance biunivoque canonique avec ’ensemble des X-sections I'(Z/X),
et de méme Homy, (X, Y,) est en correspondance biunivoque canonique avec I'(Zy/X,),
ot Zy=7ZXgSy=X,Xg,Yy. Or Z est étale sur X, Z, étale sur X,, et X, (resp. Z,) est
un sous-préschéma fermé de X (resp. Z) ayant méme espace sous-jacent. Les parties
ouvertes de Z telles que la restriction du morphisme Z->X soit surjective et radicielle
sont donc les mémes que les parties de Z, ayant les propriétés correspondantes et notre
assertion découle par suite de (17.9.3).

Pour achever la démonstration, il suffit de voir que pour tout S,-préschéma X,
étale sur S,, il existe un S-préschéma X étale sur S et un Sy-isomorphisme X, = X xgS,.
En vertu de la prop. (18.1.1), il existe un recouvrement ouvert (U,) de X, et pour
tout o, un S-préschéma V., qui est étale sur S, et enfin un S -isomorphisme
0,: U, 3 V,XsSy. En outre, en raison de la premiére partie de la démonstration, il
existe un unique S,-isomorphisme ¢,z de 6,(U,nUg) sur 63(U,nU,), correspondant
a Pautomorphisme identique de U,nUg, et il est immédiat, pour la méme raison, que
ces isomorphismes vérifient la condition de recollement (0, 4.1.7%7). Il y a par suite
un S-préschéma X tel que les V s’identifient canoniquement 2 des sous-préschémas
induits sur des ouverts de X, les 0, s’identifiant & des Sy-isomorphismes qui coincident
dans les intersections U,nUg, et définissent donc un Sy-isomorphisme X, = X X4S,.
Il est clair que X est étale sur S (17.3.2), ce qui achéve la démonstration.

Corollaire (18.x.3). — Soient S un préschéma, X un S-préschéma étale sur S, S’ un
S-préschéma, Sy un sous-préschéma fermé de S’ ayant méme- espace sous-jacent. Alors I’application
canonique X(S')g — X(Sg)s (I, 3.4.3) est bijective.

Posons en effet X'=X XS, X=X X¢S;, de sorte que X(S)g=I(X'/S) et
X(Sg)s=T(X;/Sy); le corollaire résulte du fait que le foncteur défini dans (18.1.2)
(avec S et S, remplacés par S’ et S| respectivement) est pleinement fideéle (ou directement
de (17.9.3)).
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18.2. Revétements étales.

(x8.2.1) Etant donnés un anneau A et une A-algébre commutative B qui est
Sfinie et est un A-module libre, rappelons (Bourbaki, Alg., chap. VIII, § 12, n° 2) que
’on définit sur B une forme A-linéaire Try),, la « forme trace »; on en déduit la définition
d’une forme A-bilinéaire symétrique (dite encore « forme trace »)

(18.2.1.1) (%,9) ~ Trgy(»)

dont la donnée est équivalente a celle de ’application A-linéaire associée astry, : BB
du A-module B dans son dual ﬁ, égale a sa transposée. Lorsque A est un corps, il est équi-
valent de dire que cette forme bilinéaire est non dégénérée ou que B est une A-algébre
séparable (Bourbaki, Alg., chap. IX, § 2, prop. 5).

Soit f:A-—>A’ un homomorphisme d’anneaux; posons B’=B®, A’, et soit
g :B—B’ T’homomorphisme canonique; I'image par g d’une base du A-module B est
alors une base du A’-module B’, et il résulte des définitions que ’on a, pour tout xeB,

(18.2.1.2) Trp s (g(x)) =S (Trp(#))-

(x8.2.2) Considérons maintenant un espace annelé (X, Ox) et soit & une Ox-Algébre
qui, en tant que Ox-Module, est localement libre de rang fini; alors, pour tout ouvert UcX
tel que #|U soit (en tant que Oy-Module) isomorphe & OF (pour un n dépendant de U),
I'U, &) est une I'(U, Ox)-algebre qui, en tant que I'(U, Ox)-module, est libre de rang
fini et définit donc une forme I'(U, Oy)-linéaire Trry 41w, o
aussi Trgp_ y; on en déduit une application linéaire associée

astrgo_y: ['(U, B) -~ T(U, 8)"=T(U, 4).

o que nous noterons

En outre, il résulte de (18.2.1.2) que ces applications linéaires sont compatibles
avec les opérations de restriction de U a un ouvert plus petit, et définissent donc, d’une
part un homomorphisme de Ox-Modules, appelé encore homomorphisme trace :

(18.2.2.1) TI“@/@X:g%@X
et d’autre part un homomorphisme de Ox-Modules
(18.2.2.2) astrgp_: B—>B

dit associé a la trace, et égal a son transposé. Il résulte aussi de (18.2.1.2) que pour tout
x€X, on a

(18.2.2.3) (Trae )e=Trgo, .
(x8.2.2.4) (astrgyp ), =astrg o _ .
Enfin, sous les conditions de (18.2.1), si 'on pose X =_S8pec(A) et si B=B est

la 0x-Algebre correspondant a B, la forme Trg, (resp. ’homomorphisme astrg, )

correspond & la forme Try, (resp. 2 'homomorphisme de A-modules astrg,), comme
il résulte encore de (18.2.1.2).
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Proposition (18.2.3). — Soit f: XY unmorphisme fini de préschémas et soit B =f,(0x).
Les conditions sutvantes sont équivalentes :

a) f est étale.

a') f est un morphisme plat de présentation finie, et pour tout x€X, si Pon pose y=f(x),
Ox ,/m,Ox . est un corps, extension finie séparable de k().

b) # est un Oy-Module localement libre et pour tout yeY, ﬂy®%’yk( ) “est une
k( p)-algébre finie séparable (donc le composé direct d’'un nombre fini de corps, extensions
finies séparables de k(y)).

) B est un Oy-Module localement libre, et 'homomorphisme astrg,_: B—>% (18.2.2)
est byjectif.

Compte tenu de ce que f est quasi-compact, I’équivalence de a) et a’) a déja été
démontrée (17.6.2). Pour prouver le reste de la proposition, on peut se borner au cas
ot Y =Spec(A) et X =Spec(B) sont affines, B étant une A-algebre finie et % =TB.
Dire que f est un morphisme de présentation finie équivaut alors a dire que B est un
A-module de présentation finie (1.4.7). Si en outre f est plat, donc B un A-module plat,
on sait (Bourbaki, 4lg. comm., chap. II, § 5, n° 2, cor. 2 du th. 1) que B est un A-module
projectif, donc # un Oy-Module localement libre (loc. cit., n® 2, th. 1), et la réciproque
est immédiate. D’autre part f~(y) n’est autre que le spectre de la k(y)-algébre
B( y):ﬂy(@@yyyk( 9), ce qui achéve de prouver I’équivalence de a’) et b). Pour voir
que b) est équivalente a ¢), notons que la seconde assertion de b) équivaut au fait que
Phomomorphisme  astrgyuy, : #(9) >%(y)  est bijectif; comme Z(y)=2%,/m23B,
et %( y)v=ﬂ?y/my9§y et que %, et Q?y sont des Oy ,-modules libres, il résulte de
(18.2.2.4) et de Bourbaki, Alg. comm., chap. 11, § 3, n° g, cor. de la prop. 6, que I’homo-
morphisme astrg jo, ﬂy—»é’y est lui aussi bijectif; la réciproque étant évidente,
cela acheve la démonstration.

Lorsqu’une Oy-Algébre # vérifie les conditions équivalentes ) et ¢) de (18.2.3),
on dit que # est une Ox-Algebre finie et étale. Lorsque X = Spec(A) est affine et que ’on a
donc &% =§, ou B est une A-algeébre, il revient au méme, en vertu de (18.2.3), de dire
que Z# est une Ox-Algebre finie et étale, ou que B est une A-algebre finie et étale (au sens
de (17.3.2)).

Corollaire (18.2.4). — Soit f: X—Y un morphisme fini et de présentation finie, et
posons B =f (O). Soit y un point de Y. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Il existe un voisinage ouvert U de y dans Y tel que la restriction f~'(U)—U de f soit
un morphisme étale.

b) %, est un Oy ~module libre de type fini et 'g‘?u@%,yk( ) est une k(y)-algebre séparable.

Il est clair que @) entraine ) en vertu de (18.2.3). D’autre part, Z est un 0y-Module
de présentation finie (1.6.3 et 1.4.7), donc, si &, est un Oy -module libre, il existe
un voisinage ouvert U de y dans Y tel que #|U soit un ¢yp-Module localement libre
(07, 5.2.7); en outre, par hypothése, I’homomorphisme astrg o, e%‘y—xg:?y étant
bijectif, il résulte aussi de (0, 5.2.7) que L'on peut supposer U choisi de sorte que
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’homomorphisme astrgy o —soit bijectif. Le fait que 5) implique a) résulte alors
de (18.2.3).

Corollaire (18.2.5). — Soient Y un préschéma quasi-compact ou localement noethérien,
J: XY un morphisme fini et de présentation finie; posons & =f (Ox). Supposons que pour
tout point fermé y de Y, B, soit un Oy ~module libre et %,®, Y,yk( ) une k(y)-algébre séparable.
Alors f est étale.

En effet, il résulte de (18.2.4) que tout point fermé y de Y posseéde un voisinage
ouvert U tel que la restriction f~(U)—U de f soit étale; la conclusion résulte de ce
que dans les deux cas considérés, toute partie fermée non vide de Y contient un point
fermé (5.1.11 et Of, 2.1.3).

Corollaire (18.2.6). — Si f: X—>Y est un morphisme fini et étale, et si Pon pose
B=f,0x), alorsle Op-homomorphisme Trgq :%—0y (18.2.2) (aussi noté Try) est surjectif.

La question étant locale, on peut, en vertu de (18.2.3) supposer que Y =Spec(A),
X =Spec(B) avec ,%:T?;, B étant un A-module libre; comme en vertu de (18.2.3)
la forme bilinéaire (18.2.1.1) est non dégénérée, cela entraine en particulier que la
forme linéaire Trg;, est surjective.

Remarques (18.2.7). — (i) Lorsque f:X—Y est un morphisme fini tel que f,(C)
soit un @y-Module localement libre (resp. localement libre de rang z), on dit encore
que f est un morphisme fini localement libre (vesp. localement libre de rang n). Cette condition,
en vertu de (18.2.3), est vérifiée si f est un morphisme fini étale, mais n’implique pas &
elle seule que f soit étale, comme le montre 'exemple ot X = Spec(K) et Y = Spec(k)
sont des spectres de corps, K étant une extension finie non séparable de £. Lorsque
f:X—-Y est un morphisme fini étale, on dit encore que X est un revétement étale de Y.
On notera que dans ce cas, f est universellement ouvert et universellement fermé, et en
particulier f(X) est une partie a la fois ouverte et fermée de Y.

On dit qu'un revétement étale X de Y est triwial si X est somme d’un nombre fini
de préschémas isomorghes ¢ Y. On dit qu’un revétement étale X de Y est localement trivial
si le morphisme f:X-—+Y est tel que tout point yeY ait un voisinage ouvert U pour
lequel le revétement f~1(U) de U soit trivial.

(ii) Soit f: X —Y un morphisme fini, localement libre de rang n; posons % = f, (Cx)
et soit u=astrg, :% —~%; on en déduit un homomorphisme puissance extéricure n-éme

Au: \B —>/n\§2’:(/n\ﬁ)v de Oy-Modules inversibles, et par suite (0f, 5.4.2) un élément
(18.2.7.1) dxyeT(Y, (AD)®, (A))

que 'on appelle le discriminant de X sur Y. D’aﬂleurs, comme (/n\ﬂ) ®(gy(/"\g?) est le
dual de (/M\Q%’) ®gy(7\%’), dy;y peut aussi étre identifié 2 un homomorphisme
(18.2.7.2) (AB)®,_(AB) - Oy

et on note Yy;y I'Idéal quasi-cohérent de type fini de Oy, image de ’homomorphisme
(18.2.7.2), encore appelé Idéal discriminant de X sur Y.
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Cela étant, pour que I’homomorphisme u soit bijectif, il faut et il suffit que Au
soit bijectif, ou encore que la section dy,y ait un germe inversible en tout point yeY,
ce qui s’écrit aussi dy;y(y)#+ 0 pour tout y (0, 5.5.2). Il revient aussi au méme de dire
que ’Idéal discriminant Dyy est égal & Oy. '

La terminologie de « revétement » introduite dans (18.2.7, (i)), se justifie par
la proposition suivante :

Proposition (18.2.8). — Soit f:X—>Y un morphisme étale, séparé et de type fini et
pour tout y€Y, soit n(y) le nombre géométrique des points de f~*(y). Alors la fonction y-~>n()
est semi-continue inférieurement dans Y. Pour qu’elle soit continue en un point y (donc constante
dans un voisinage de y), il faut et il suffit qu’il existe un voisinage ouvert U de y tel que la restric-
tion f~Y(U)—=U de f soit un morphisme fini (étale).

Comme f est quasi-fini (17.6.1) et localement de présentation finie, il revient au
méme de dire que f est fini ou que f est propre (8.11.1) : en outre, chaque fibre f~()
est géométriquement réduite sur k(y). Les conclusions résultent donc de (15.5.9, (i)
et (ii)) et de ce que f est plat.

Corollaire (18.2.9). — Soient Y un préschéma connexe, f:X—Y un morphisme étale,
séparé et de type fini. Pour que f soit fini (autrement dit, que X soit un revétement étale de Y),
il faut et il suffit que toutes les fibres de f aient méme nombre géométrique de points.

Remarques (18.2.10). — (i) L’exemple de la « droite affine avec un point dédoublé »
(I, 5.5.11) montre qu'un morphisme étale de type fini de préschémas noethériens
peut étre non séparé; pour cet exemple, la premiére assertion de (18.2.8) n’est .plus
exacte.

(ii) Pour qu’un morphisme séparé, de type fini et étale f:X—>Y fasse de X un
revétement localement trivial, il faut et il suffit que pour tout xeX il existe un voisinage
ouvert U de y=f(x) et une U-section g de f~'(U) telle que g(»)==x. En effet, la
condition est évidemment nécessaire; le fait qu’elle est suffisante résulte de ce que toute
fibre f~'(y) est finie ((17.6.1) et (I, 6.2.2)), de la caractérisation des sections d’un
Y-schéma étale (17.9.3) et de la prop. (18.2.8).

18.3. Algébres finies et étales.

Proposition (18.3.1). — Sotent A un anneau, B une A-algébre de présentation finie.

(1) Pour que B soit une A-algébre non ramifiée, il faut et il suffit que B soit un A-module
de présentation finie et que B soit un (B®, B)-module projectif.

(ii) Supposons de plus que B soit une A-algébre finie. Pour que B soit une A-algébre étale,
il faut et il suffit que B soit un A-module projectif et un (B®,B)-module projectif.

Bien entendu, la structure de (B®,B)-module sur B est celle provenant de la
structure de (B®, B)-algébre sur B correspondant au A-homomorphisme canonique
d’anneaux B®, BB, qui est surjectif et de noyau Jp, (0, 20.4.1).

(i) Dire que le morphisme Spec(B) — Spec(A) est localement de présentation

N

finie équivaut & dire que B est une A-algébre de présentation finie (1.4.6). Dire
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que B est une A-algébre non ramifiée signifie alors (17.4.2) que Spec((B®,B)/Jg,)
est un sous-schéma induit sur une partie ouverte et fermée de Spec(B®, B) et on sait que
pour qu’il en soit ainsi, il faut et il suffit que Jp, soit un idéal facteur direct de B®, B
(Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 4, n° g, prop. 15); mais il revient au méme de dire
que le (B®, B)-module quotient (B®,B)/Jg, est projectif (Bourbaki, Alg., chap. II,
3¢ éd., § 2, n° 2, prop. 4).

(ii) Si on se rappelle qu'un A-module plat de présentation finie est projectif et
réciproquement (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 5, n°® 2, cor. 2 du th. 1), I’assertion
de (ii) résulte de celle de (i) et de (17.6.2).

Proposition (18.3.2). — Soient A un anneau,  un idéal de A tel que, pour la topologie
J-préadique, A soit séparé et complet ; on pose Ay=A|J. Alors le foncteur

B~B®, A,

est une équivalence de la catégorie des A-algébres finies et étales, dans la catégorie des Ag-algébres
Sfinies et étales.

Nous démontrerons d’abord le lemme suivant :

Lemme (18.3.2.1). — Sotent A un anneau, J un idéal de A tel que, pour la topologie
J-préadique, A soit séparé et complet.

(1) Tout A-module projectif de type fint M est séparé et complet pour la topologie J-préadique,
donc limite projective des (A[J"*Y)-modules projectifs M/J" M.

(ii) Inversement, posons A,=A[J"tL, et soit (M,) un systeme projectif de A,-modules,
tel que, pour tout n, Uhomomorphisme M, . ,®, A, —~M, dédut du di-homomorphisme de
transition M, —M, soit bijectif. Supposons en outre les M, projectifs et My de type fini.
Alors M=li(_m M, est un A-module projectif de type fini tel que I’homomorphisme canonique
M®,Ay—>M, soit bijectif.

(i) 11 existe un A-module libre de type fini L tel que M soit isomorphe a un facteur
direct de L; comme L est séparé pour la topologie J-préadique, il en est de méme de
tout sous-module N de L puisque J**'NcJI"*'L; en particulier M est séparé pour
cette topologie, et comme I’homomorphisme surjectif f:L—-M est continu pour la
topologie J-préadique, son noyau N est fermé pour la topologie induite par celle de L;
puisque L est complet et f un morphisme strict, on en conclut que M est complet
(Bourbaki, Top. gén., chap. IX, 2¢ éd., § 3, n° 1, prop. 4).

(ii) Il résulte du lemme de Nakayama que si M, est engendré par une famille
finie (x;,) de r éléments et si pour tout n, x;, est un élément de M,, dont x; ,_, est 'image
dans M,,_,, alors (x;,) (1<¢<r) est unsysteme de générateurs de M,, (Bourbaki, 4lg. comm.,
chap. II, § 3, cor. 2 de la prop. 4). Cela étant, pour tout n, posons L,=A}; si (¢,);<i<r
est 1a base canonique de L, soit u, : L,—~M, Papplication A-linéaire telle que ,(e;,) = %;,
pour tout i. Par hypothése on a une suite exacte scindée

n Un
o—->N,—-L —-M,—o
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et comme L,=L,  ,/3"*'L, ., et M,=M, ,/J""'M, ,, les fleches verticales dans
le diagramme commutatif

Un+l Un+1

o — N,y — L, > M,,;, — o
{ ¥
o) N, L, M, —— o
Un Un

sont toutes trois surjectives. Or on a M=Ilim M, et L=A"=limL_; si I'on pose
-« <«

N=l(ir_n N,, u=l(ix_nun, v=l<i_IE v,, on a, en vertu de (Opy, 13.2.2), la suite exacte
(18.3.2.2) 0>N3>L5M-—o.

En outre, comme pour tout z, gy, est inversible & gauche et que M, est un A,-module
projectif, il résulte de (0, 19.1.8) que la suite exacte (18.g.2.2) est scindée, ce qui
prouve le lemme.

Cela étant, montrons d’abord que le foncteur de I’énoncé de (18.3.2) est pleinement
fidéle. Posons, comme dans le lemme, A,=A/J"*!; soient B, C deux A-algébres finies
et étales, et posons, pour tout n, B,=B®, A,, C,=C®,A,; en vertu de (18.3.1) et
(18.3.2.1), B et C sont séparés et complets pour la topologie J-préadique, et 'on a
B:l(iEBn, C:l(i{_n(]n; en outre tout homomorphisme de A-algébres u:B—C est
continu pour les topologies J-préadiques, et donne donc un systéme projectif d’homo-
morphismes de A, -algébres u,=u®1:B,—C,, dont il est la limite projective; la réci-
proque étant évidente, on a donc une bijection canonique

HomA-a]g. (B> C) : Lin_ HomA"-aIg. (Bn, Cn)'

Mais comme B et C sont des A-algeébres éfales, il résulte aussitot de (18.1.2) que appli-
cation canonique

HomAn...l-alg. (Bn+1’ Cn+1) g HomA,.-alg. (Bm Cn)

est bijective pour n>o0, ce qui achéve de prouver que lapplication canonique
Hom,_,, (B, C) — Hom, ., (B,, Gy) est bijective.

Pour achever de démontrer (18.3.2), il suffit de voir que pour toute Aj-algeébre
finie et étale By, il existe une A-algébre finie et étale B et un Ag-isomorphisme B, SB®, A,.
Or, il résulte de (18.1.2) qu’il y a un systéme projectif (B,) tel que B, soit une A, -algébre
étale et que les homomorphismes B, ,®, A —B, soient bijectifs. Il résulte de (18.3.1)
et (18.3.2.1) que la A-algebre B:l(i_rr_an est un A-module projectif de type fini et
que B, est isomorphe & B®,A,. Pour prouver que B est une A-algébre étale, il suffit,
en vertu de (18.2.5), de montrer que pour tout idéal maximal m de A, B,,/mB,, est
une (A/m)-algeébre séparable. Or, puisque J est contenu dans le radical de A (0, 7.1.10),
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on a JCm etsi my=m/J, on a Ay/my=A/m et B, /mB, = (By)y, /my(By)y,; la
conclusion résulte donc du fait que B, est une Aj-algébre étale (18.2.5).

Exemple (18.3.3). — La prop. (18.3.2) s’applique en particulier lorsque A est
un anneau local séparé et complet, J étant I'idéal maximal de A, de sorte que A, est un
corps et la catégorie des Aj-algebres finies et étales identique 2 celle des Aj-algébres finies
et séparables, donc isomorphes & des composées directes de corps, extensions séparables
et finies de A,. En particulier, si le corps Ay est séparablement clos, ces extensions sont toutes
identiques a A,, et par suite tout revétement étale de Spec(A) est #rivial (18.2.7) en
vertu de (18.3.2).

Théoréme (18.3.4). — Sotent A un anneau noethérien,  un idéal de A tel que A sott séparé
et complet pour la topologie J-préadique, Ag=A[T. Posons S=Spec(A), S,=Spec(A,).
Soit X un S-schéma propre sur S, et posons Xo=X XS,. Alors le foncteur

Z ~> Z xXxX,

de la catégorie des X-schémas fimis et étales sur X dans la catégorie des X-schémas finis et éiales
sur X,, est une équivalence de catégories.

Montrons d’abord que ce foncteur est pleinement fidéle. Soient donc Z’ et Z'' deux
X-schémas finis et étales sur X. Posons S,=Spec(A/J"+Y), X, =X xsS,, Z,=7Z'%gS,,
Z,)=17"xgS, pour tout n>o. Il résulte de (III, 5.4.1) que 'on a une bijection cano-
nique Homy(Z',Z') = l(in Homy, (Z,,Z,). Or, en vertu de (18.1.2), I’application
canonique Homy, (Z, .4, Z, ;) - Homy,(Z,,Z)) est bijective, ce qui achéve de
prouver notre assertion.

Il reste & prouver que si %, est une Ox -Algébre finie et étale, il existe une Oyx-Algebre
finie et étale # et un isomorphisme %, = #®y_0x,. Il résulte de (18.1.2) qu’il y a un
systéme projectif (%,), ou %, est une Oy -Algebre finie et étale, et le deuxiéme théoréme
de comparaison (III, 5.1.4) prouve l'existence d’un Ox-Module cohérent # et d’un
systéme projectif d’isomorphismes %, > #®y U, La donnée d’une structure d’Algebre
sur un Module & étant équivalente a celle d’'un homomorphisme F® % —~% rendant
commutatifs des diagrammes oil n’interviennent que des puissances tensorielles de &,
il résulte de (III, 5.1.3), (X, 10.11.4) et (I, 10.11.7) que # est muni de facon naturelle
d’une structure de @x-Algébre pour laquelle 'isomorphisme %, #®y 0%, est un
isomorphisme d’Algébres. De plus, & est un Ox-Module localement libre; cela résulte encore
de (I, 5.1.3), (I, 10.11.4), (I, 10.11.7) et du fait que, dans la catégorie des Ox-Modules
cohérents, les Ogx-Modules localement libres % peuvent étre définis comme ceux pour
lesquels le foncteur §~>#om, (F, ¥) est exact. Enfin, pour voir que & est une 0x-Algebre
étale, il suffit (18.2.5) de montrer que pour tout point fermé xeX, ,%x@@x,xk(x) est
une k(x)-algébre séparable. Mais comme le morphisme structural f:X-—>S est propre,
f(x) est un point fermé de S, donc appartient a S;, puisque J est contenu dans le radical
de A (0;, 7.1.10); la conclusion résulte donc de ce que X,=f"(S,) et de ce que %,
est une O -algebre finie et étale.
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18.4. Structure locale des morphismes non ramifiés et des morphismes
étales,

Lemme (x8.4.1). — Sotent A un anneau, B une A-algébre finie monogéne, u un générateur
de la A-algébre B, FeA[T] un polynéme tel que F(u)=o0, F' le polyndme dérivé; posons
u'=F'(u). Alors l'idéal de B, annulateur de QY , contient u'B; il est égal & w'B si Pidéal
de A[T] formé des polyndmes G tels que G(u)=o0, est engendré par ¥, autrement dit si I’ homo-
morphisme surjectif canomique ¢ : A[T]/F.A[T]—B transformant l’image de T en u, est
bijectif.

Posons C=A[T], de sorte que B=C/J. On a la suite exacte (0, 20.5.12.1)

/32 — Qic/A®CB —> Q},,A —0

(o T Ao 3

et O, s’identifie donc au quotient B/J’, J' étant I'idéal engendré par les éléments G'(u),
ot G’ parcourt un systéme de générateurs de I'idéal I (0, 20.5.13); d’oir aussitdt le
lemme.

Proposition (18.4.2). — Les notations étant celles de (18.4.1), soit q un idéal premier
de B. Alors :

(i) St q ne contient pas u', By est une A-algebre formellement non ramifiée (p étant I'image
réciproque de q dans A); en d’autres termes, Spec(B,) est formellement non ramifié sur Spec(A).

(ii) Supposons de plus que F soit unitaire et engendre . Alors, pour que Spec(B) soit étale
sur Spec(A) au point q, il faut et il suffit que u'¢q.

L’hypothése que u'¢q entraine que Q}gqmp= o (0,20.5.9), donc (i) résulte
de (17.2.1). En outre, sous les hypothéses de (ii), B est un A-module libre en vertu
de la division euclidienne; comme I'annulateur J’' de Qf, est alors égal & #'B en vertu
de (18.4.1) et que Q) est un B-module de présentation finie (16.4.22), annulateur
de Q}gq,Ap est égal a u'B, (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 2, n° 4, formule (g)), et (ii)
résulte donc de (i) et de I'implication ¢) =a) dans (17.6.1).

Corollaire (18.4.3). — Les notations étant celles de (18.4.2), supposons que F soit unitaire
et engendre . Alors, pour que B soit une A-algébre étale, il faut et il suffit que u' soit inversible
dans B (ou, ce qui revient au méme, que I'idéal de A[T] engendré par F et F’ soit égal
a A[TY]).

Compte tenu de (18.4.2), (ii)), dire que Spec(B) est étale sur Spec(A) signifie
en effet que »’ n’appartient & aucun idéal premier de B, i.e. qu’il est inversible dans B.

On dit qu’un polyndéme unitaire FeA[T] tel que 'idéal de A[T] engendré par F
et F’ soit égal & A[T] lui-méme, est séparable; il est immédiat que cette définition coincide
avec la définition usuelle (Bourbaki, Alg., chap. V, § 7, n° 6) lorsque A est un corps.

Lemme (18.4.4). — Sotent A un anneau local, B une A-algébre finie monogéne, u un
générateur de la A-algebre B. Soient n; (1<i<r) des idéaux maximaux de B tels que Spec(B)
soit formellement non ramifié sur Spec(A) aux points w;. Alors il existe un polyndme unitaire
FeA[T] tel que F(u)=o0 et F'(u)¢n; pour tout indice ¢ (1<i<r). En outre, si k est le corps
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résiduel de A, fek[T) le polynome minimal de I'image de u dans BQ®,k, il existe un FeA[T]
dont f est Pimage canonique et tel que F(u)=o0; un tel polynome F vérifie les conditions F'(u)¢n’
pour 1<i<r.

L’idéal maximal m de A est I'image réciproque de chacun des n; (II, 6.1.10);
soit L=B®, £, qui est une k-algebre finie. Soit £ 'image de « dans L, et soit z le rang
de L sur £; le polynéme minimal fek[T] de & sur k est donc de degré n, et L est isomorphe
a K[T]/f.k[T]. Si n;=mn;/mB, TI’hypothése entraine que Spec(L) est étale sur £ aux
points 1} (1<i<r) en vertu de (17.6.1, ¢)), donc f'(§)¢n; en vertu de (18.4.2, (ii)).
Notons maintenant que mB est contenu dans le radical de B; comme 1,§, ...,§"!
forment une base de L sur £, il résulte du lemme de Nakayama que 1,u, ..., u" !
engendrent le A-module B, et par suite il existe un polynéme unitaire FeA[T] de
degré n, tel que F(u)=o0; en outre, comme £ est racine de 'image canonique de F
dans £[T], cette image est nécessairement égale a f. Mais alors I'image de F’'(x) dans L
est f'(€), et comme f'(§)¢n), on a F'(u)¢n; pour tout i.

Proposition (18.4.5). — Soient A un anneau local, k son corps résiduel, B une A-algébre
finie (vesp. finie et de présentation finie). On suppose en outre, ou bien que le corps k est infini,
ou bien que B est un anneau local. Soit n le rang de L.=B®, k sur k. Pour que B soit une A-algébre
Jormellement non ramifiée (resp. étale), il faut et il suffit qu’il existe un polynéme unitaire séparable
FeA[T] (18.4.3) tel que B soit isomorphe a un quotient de A[T][F.A[T] (resp. isomorphe
a A[T]/F.A[T]). En outre, on peut supposer que F est de degré n (resp. F est nécessairement
de degré n).

Les conditions sont suffisantes en vertu de (18.4.2), sans supposer £ infini ni B
local. Pour voir que les conditions sont nécessaires, notons que si B est une A-algebre for-
mellement non ramifiée, L. est une algébre finie et séparable sur £, donc composée directe
d’un nombre fini d’extensions finies et séparables k;de & (1<j<r), k;étant donc engendrée
par un €élément &;, de polynéme minimal f; (1<j<r) (Bourbaki, 4lg., chap. V, § 11, n° 4,
prop. 4). Montrons qu’en vertu des hypothéses faites sur £ ou B, il existe un élément £ de L
engendrant la k-algébre L. C’est immédiat si B est local, puisque alors r=1. Sinon,
k étant supposé infini, on peut supposer que les polynoémes irréductibles f;ek[T] sont tous
distincts (en remplagant au besoin chaque &; par £;4-4;, pour un élément convenable gek);
sil'on pose f=f f,...f,, 1l est clair que L est isomorphe a £[T]/f.£k[T] dansles deux
cas envisagés, donc est engendrée par un élément £ de polynéme minimal fek[T] de
degré n. Si ueB est un élément d’image £ dans L, le lemme de Nakayama montre que
les €léments 1,u, ..., u" ! engendrent le A-module B; ceci montre déja qu’il existe
un polynéme unitaire FeA[T] de degré n tel que F(x)=o, u engendrant la A-algebre B,
qui est par suite isomorphe a une algébre quotient de A[T]/F.A[T]; en outre B est un
anneau semi-local et en chacun de ses idéaux maximaux n;, on a F'(u)¢n; d’apreés
(18.4.4), ce qui prouve que F’'(u) est inversible dans B, donc que F est un polynéme
séparable. Enfin, si B est une A-algébre étale, B étant un A-module plat de présentation
finie (1.4.7) est un A-module libre, et 1, 4, ..., u"~! forment une base du A-module B
(Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n°® 2, prop. 5), autrement dit la A-algébre B est
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isomorphe 2 A[T]/F.A[T], et pour tout autre polynéme unitaire GeA[T] tel que B
soit isomorphe a A[T]/G.A[T], G est nécessairement de degré n.

Théoréme (x8.4.6) (Chevalley). — (i) Soient f: X—Y un morphisme localement de
type fini, x un point de X, y=f(x), et posons A=0y ,. Pour que Ox , soit une A-algébre formelle-
ment étale (vesp. formellement non ramifiée), il faut et il suffit qu’il existe un polyndme unitaire
FeA[T] et un idéal maximal n de B=A[T]/F.A[T] (resp. d’une algébre quotient B de
A[T]/F.A[T]) tels que Ox , soit A-isomorphe & B, et que, si u est 'image de T dans B, on ait
F’(u) ¢n.

(i) Supposons en outre que f soit localement de présentation finie. Alors, pour que f soit étale
au point x, il faut et il suffit de plus que Pon puisse prendre B=A[T]/F.A[T].

Les conditions sont suffisantes en vertu de (18.4.2). Pour voir qu’elles sont néces-
saires, on peut évidemment se borner au cas oit X et Y sont affines, et, compte tenu de
la remarque (17.4.1.2), au cas ot f est formellement non ramifié et quasi-fini. Comme f
est affine, il résulte de (8.12.8) qu’il existe une A-algebre finie C et un idéal maximal t
de C (nécessairement au-dessus de l'idéal maximal m de A) tels que Ox, soit
A-isomorphe a C,. En outre (17.4.1.2) le corps résiduel G/t=C,/tC, est une extension
finie séparable de k=A/m, donc de la forme £k[v], ol v est séparable sur k. Soient
Y; (1<i<h) les idéaux maximaux de 'anneau semi-local C autres que t; il existe un
élément ucC appartenant a tous les t; et tel que son image dans C/r soit égale a v
(Bourbaki, 4lg. comm., chap. II, § 1, n° 2, prop. 5). Nous allons montrer que la sous-A-
algébre B=A[u] de C et I'idéal (nécessairement maximal puisque C est finie sur B)
n=trnB de B répondent a la question.

Pour traiter le cas ou Oy, est une A-algebre formellement ramifiée, il suffira de
prouver que B, est isomorphe é G, ; en effet, B, sera alors formellement non ramifié sur A
et Pexistence du polynéme FeA[T] ayant les propriétés de I’énoncé résultera de (18.4.4).
Notons maintenant que, puisque f est formellement non ramifié, G/t est isomorphe
a la A-algeébre C,/mC, (17.4.1.2). On est ainsi ramené a prouver le lemme suivant :

Lemme (18.4.6.1). — Soient A un anneau local, m son idéal maximal, C une A-algébre
Sfinie, ¥ un idéal maximal de C. Soit u un élément de C appartenant @ tous les idéaux maximaux
de G distincts de X, n’appartenant pas a x, et tel que C,[mC, soit une algébre monogéne sur k= A/m,
engendrée par P'image de u dans C,/mC,. Posons B=A[u], n=1rnB. Alors I’homomorphisme
canonique B,—C, est un isomorphisme.

Posons R=B—n, S=C—r, de sorte que B,=R™'B et C,=S"'C; I’homo-
morphisme canonique B,—C, peut s’écrire comme le composé

R-1BAR-1C A s-1C

et il suffit de montrer que chacun de ces deux homomorphismes est bijectif.
Montrons d’abord que %:R™!C —S~1C=C, est bijectif; il suffit de voir que les
images dans R™'C des éléments de S sont inversibles, ou encore que tout idéal maximal p
de R7'C a une image réciproque dans G ne rencontrant pas S, donc nécessairement
égale 4 r. Or, comme R™'C est une (R™!B)-algebre finie, 'image réciproque de p dans
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R™'B=B, est 'unique idéal maximal nB, de cet anneau, donc I'image réciproque de p
dans B est égale a n. Mais d’autre part, si q est 'image réciproque de p dans C, on a
gnB=mn, et comme n est maximal dans B et C une B-algebre finie, q est nécessairement
un des idéaux maximaux de C; en outre, on a u¢q puisque u¢t et que ueB, donc
par hypothése on a nécessairement ¢q=t.

D’autre part, comme BCC, I'’homomorphisme g:R™!B— R7!C est injectif
(01, 1.3.2); pour voir qu’il est surjectif, notons que R™*C est un (R™!B)-module de
type fini, et d’autre part que mMR™'B est contenu dans P’idéal maximal de 'anneau
local R™'B; en vertu du lemme de Nakayama, il suffit de prouver que I’homomorphisme
R™B/mR~'B - R™!C/mR~!C est surjectif. Mais en vertu de la premiére partie de
la démonstration, R='C/mR~'C s’identifie & C,/mC,; par hypothése cette k-algébre
est engendrée par I'image de u, et a fortiori elle est égale a 'image de R™'B/mR ~*B.

Considérons en second lieu le cas ot fest étale au point x. En remplacant X par un
voisinage de x, on peut supposer que X est un voisinage de n dans Spec(B) (1.7.2).
Posons B’ =Spec(A[T]/F.A[T]) etsoit n’ 'image réciproque de n dans B’; comme I'image
de F’(T) dans B’ n’appartient pas & n’ par hypothese, le morphisme Spec(B’) — Spec(A)
est étale au point 1’ par (18.4.2, (i1)). Comme par hypothése Spec(B) — Spec(A) est
étale au point 1, on en conclut (17.3.4) que Spec(B) — Spec(B’) est étale au point n;
mais comme ce morphisme est une immersion, il ne peut étre étale en un point que si
c’est un isomorphisme local en ce point (17.9.1), donc B, et B;, sont isomorphes.

Enfin, supposons que O , soit une A-algébre formellement étale; avec les notations
précédentes, il résulte de (17.1.5) que B, est une Bj.-algebre formellement étale; mais
puisque ’homomorphisme B, —B, est surjectif, cela ne peut avoir lieu que si cet homo-
morphisme est bijectif (0, 19.10.3, (i)). Ceci achéve la démonstration de (18.4.6).

Corollaire (18.4.7). — Sotent f:X—>Y un morphisme localement de type fini, x un
point de X. Pour que f soit formellement non ramifié au point x, il faut et il suffit qu’il existe un
voisinage ouvert U de x tel que f| U se_factorise en U Lx Xt Y, oi h est un morphisme étale et j une
immersion fermée.

On peut évidemment se borner au cas ot Y =Spec(R) est affine et f de type fini.
Si A=0y,, avec y=f(x), la condition pour que f soit formellement non ramifié¢ au
point x équivaut, en vertu de (17.4.1.2), a dire que Oy , est une A-algebre formellement
non ramifiée. S’il en est ainsi, on peut appliquer (18.4.6, (i)) ; remplacant au besoin Y
par un voisinage affine de y, on peut supposer (avec les notations de (18.4.6)) que le
polynéme F est 'image dans A[T] d’un polynéme unitaire GeR[T]. On pose alors
X’ =Spec(R[T]/G.R[T]); soit #" I'image du point n de Spec(B) par le morphisme
correspondant a Phomomorphisme composé R[T]/G.R[T]—A[T]/F.A[T]—-B. 1l
résulte de (18.4.2) que le morphisme % :X’'—Y correspondant 2 ’homomorphisme
canonique R—R[T]/G.R[T] est étale au point x, donc, en restreignant au besoin X'’
et Y a des voisinages ouverts de x” et y respectivement, on peut supposer £ étale. D’autre
part, en vertu de (I, 6.5.1, (ii)) et de (1.7.2), il résulte du fait que ’on a un homo-
morphisme local ¢ : 0y ,—>0Og, que cet homomorphisme correspond a4 un mor-
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phisme j : U->X’ d’un voisinage ouvert U de x dans X'; restreignant aua besoin U, on
peut, en appliquant (I, 6.5.1, (i)), supposer que hoj=f]U, donc j est de type fini
(I, 6.3.4, (v)); enfin, ’homomorphisme ¢ est surjectif par (18.4.6, (i)), donc il résulte
de (I,6.5.4, (i)) qu'on peut, en restreignant encore U et X', supposer que j est une immer-
sion fermée. Cela prouve donc la nécessité de la condition énoncée; sa suffisance est
immédiate (17.1.3, (i) et (ii)). '

Corollaire (18.4.8). — Soit f: X—Y un morphisme localement de présentation finie.
Pour que f soit non ramifié (resp. étale), il faut et il suffit qu’il existe une famille de
morphismes plats g, : Yo—Y et, pour chaque «, un ouvert U, dans X, =XxyY., tels
que, si g, X=X et fo X, =Y, sont les projections canoniques, les g.(U,) forment un
recouvrement de X, et que chacun des morphismes composés U, — X, L Y. soiut une immersion
fermée (vesp. ouverte). On peut de plus alors prendre les g, étales.

La nécessité de la condition pour les morphismes étales est triviale, en prenant
un seul Y, égal a X, le morphisme g, correspondant étant égal 4 f, et 'ouvert UcX XX
étant la diagonale. Lorsque f est non ramifié, la nécessité de la condition résulte de
(18.4.7); on prend un recouvrement ouvert (V,) de X tel que pour chaque «, f|V, se
factorise en V, = Y, il Y, ol j, est une immersion fermée et g, un morphisme étale.
Alors j, : V,—Y, se factorise en V, i Xz L3 Y., ol s, est une V -section de X, et
comme le morphisme g : X,—+X est étale, s, est une immersion ouverte (17.4.1), et
il suffit de prendre U,=s,(V,) pour répondre a la question.

La suffisance des conditions résulte de (17.7.1); on en conclut que f est non
ramifié (resp. étale) en chaque point de g'(U,), donc dans X tout entier puisque
les g’'(U,) recouvrent X.

Proposition (18.4.9). — Soient S un préschéma, f:X—S un morphisme, h:Y-—>S
un morphisme localement de présentation finie, g : X—Y un S-morphisme, x un point de X, y =g(x).
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) h est étale au point y et g est plat au point x.

b) h est non ramifié au point y et f est plat au point x.

Comme f=hog, a) entraine que f est plat au point x (2.1.6), et évidemment que 4
est non ramifié au point y, donc a¢) implique &).

Pour prouver que b) entraine @), on peut d’abord supposer que % est non ramifié
(en remplacant Y par un voisinage de y); puis, en remplagant S par un voisinage ouvert
de s=h(y)=f(x), on peutsupposer qu’il existe un morphisme étale «:S’—S, un point y’
de Y'=Y(, au-dessus de y et un voisinage ouvert V de )’ dans Y’ tel que, si
k' =hgy:Y'—S', la restriction de A" 2 V soit une immersion fermée (18.4.8). Si Pon
prouve alors que %’ est étale au point 3, il en résultera que % est étale au point y (17.7.1,
(i)); d’ailleurs, f'=f: Xg)— S est plat en tout point x au-dessus de x. Comme
les projections v :Y'—Y, w:X'—>X sont des morphismes étales (donc plats), si 'on
prouve que g =gg: Xg)—> Y(g) est plat au point x’, il résultera de (2.2.11, (iv))
que g sera plat au point x. On peut donc se borner au cas ol % est une immersion fermée
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de présentation finie, f étant supposé plat au point x. Soit # I'Idéal quasi-cohérent de
type fini de Oy qui définit le sous-préschéma fermé Y de S. L’hypothése que f est plat
au point x entraine que 'homomorphisme 05 ,—0x , est injectif (0, 6.5.1); a fortiori
Phomomorphisme @5 ,— 0y , est injectif, ce qui signifie que _#,=o0, puisque C’est le
noyau de I’homomorphisme précédent. Puisque _# est de type fini, il y a un voisinage
ouvert U de s dans S tel que #|U=o0 (0, 5.2.2). On peut donc supposer que % est
une immersion ouverte, et alors il est clair que g est plat au point x.

Proposition (18.4.10). — Désignons par P(f, x) une propriété vérifiant les conditions
suivantes :

10 Pour tout morphisme f:X—>Y et tout isomorphisme local h:Y—>Z, P(f, x) est
équivalente @ P(hof, x) pour xeX.

20 Pour tout morphisme f:X—Y, tout morphisme étale g:Y' =Y, tout point xeX,
st Pon pose X'=XXyY', f'=fiyy: X' =Y et si x’€eX’ est au-dessus de x, les propriétés
P(f, x) et P(f', x") sont équivalentes (« invariance par changement de base étale »).

Soient alors S un préschéma, f:X—S et h:Y—S deux morphismes, g:X—->Y un
S-morphisme, x un point de X, y=g(x), et supposons h étale au point y. Alors les propriétés
P(f, x) et P(g, x) sont équivalentes.

Avec les mémes notations que dans la démonstration de (18.4.9) et en rempla-
cant S (resp. Y) par un voisinage de s=#4(y) (resp.de ), on peutici, en vertu de (18.4.8),
trouver un morphisme étale u:S’—S tel que A’ soit une immersion ouverte; si x'eX’
est au-dessus de x, P(f’, ') (resp. P(g’, x)) est alors par hypothése équivalente a P(f, x)
(resp. P(g, x)). On peut donc se borner au cas ou % est une immersion ouverte. Comme
Phypothése entraine que P(g, x) est alors équivalente a P(hog, x), on en déduit la
conclusion.

Exemples (18.4.11). — On peut prendre pour propriété P(f, x) I'une quelconque
des suivantes, compte tenu de (17.7.4, (ii)) :

(1)  f est plat au point x (2.2.11, (iv));

(i1) f est localement de présentation finie et de coprofondeur <z au point x
(6.8.1 et 6.7.8);

(iii) f est localement de présentation finie et de Cohen-Macaulay au point x
(6.8.1 et 6.7.8);

(iv) f est localement de présentation finie et posséde la propriété (S,) au point x
(6.8.1 et 6.7.8);

(v)  fest localement de présentation finie et posséde la propriété (R,) au point »
(6.8.1et6.7.8);

(vi) fest localement de présentation finie et normal au point ¥ (6.8.1 et 6.7.8);

(vii) f est localement de présentation finie et réduit au point x (6.8.1 et 6.7.8);

(viii) f est non ramifié au point x (17.7.4);

(ix) f est lisse au point x (17.7.4);

(x) f est étale au point x (17.7.4).
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Corollaire (18.4.12). — (i) Soient f:X—Y un morphisme localement de type fini,
x un point de X. St f est plat et formellement non ramifié au point x, alors, dans toute factorisation
flU:U x4 Y, o2 U est un voisinage ouvert de x, j une immersion fermée et h un morphisme
étale (18.4.7), Uhomomorphisme Ox. j,\—0Ox , correspondant a j est bijectif (en particulier Oy ,
est une Oy y,-algebre essentiellement étale (18.6.1)).

(ii) Pour qu'un morphisme f:X—Y soit étale, il faut et il suffit qu’il soit localement de
bpe fini, formellement non ramifié et plat.

(i) Comme '’homomorphisme 0Oy, ;,—0x , est surjectif, il suffit de prouver qu’il
est injectif, et pour cela qu’il fait de O, un Oy ;,-module fidélement plat, ou seulement
plat (0;, 6.5.1 et 6.6.2); autrement dit, il s’agit de montrer que j est un morphisme
plat au point x; mais puisque hoj=/f est par hypothése plat au point x et que £ est étale,
cela résulte de (18.4.10) et (18.4.11, (i)).

(i1) I1 n’y a a prouver que la suffisance des conditions énoncées. Pour tout xeX,
on a donc dans un voisinage ouvert U de x une factorisation de f|U ayant les propriétés
considérées dans (i). CGomme par hypothese f est plat et formellement non ramifié en
tous les points de U, le résultat de (i) s’applique non seulement a x mais a tous les points
de Uj; cela signifie que si # est 'Idéal quasi-cohérent de @y. correspondant au sous-
préschéma fermé de X’ associé a j, on a £, =0 pour tout zeU, donc j est une immer-
sion ouverte, et f est par suite étale en tout point de U, donc en tout point de X.

Corollaire (18.4.13). — Soient f: X—Y un morphisme localement de type fini, x un point
de X, y=f(x). Supposons que y admette un voisinage ouvert qui soit un préschéma réduit et n’ayant
qu’un nombre fini de composantes irréductibles. Alors, pour que f soit étale au point x, il faut et il
suffit que f soit plat et formellement non ramifié au point x.

Il n’y a & démontrer que la suffisance de la condition. La question étant locale

sur X et Y, on peut supposer (18.4.%) que f se factorise en X > X'5Y ouhest étale
et j une immersion fermée, et en outre que Y est réduit et n’a qu'un nombre fini de
composantes irréductibles. Alors X’ est réduit (17.5.7) et, en remplacant au besoin X'
par un voisinage ouvert de j(x), on peut supposer que X' n’a qu’un nombre fini de
composantes irréductibles : en effet, on peut supposer % quasi-fini (17.6.1) et comme les
points maximaux de X’ sont au-dessus des points maximaux de Y (2.3.4) leur nombre
est fini. Tout revient & montrer, avec les notations de la démonstration de (18.4.12),
que 'on a _Z, =0 pour tous les points #' d’un voisinage de j(x) dans X', sachant que
Fym=0. Or, en remplagant X’ par un voisinage affine de j(x), on peut supposer que
toutes les composantes irréductibles de X’ contiennent j(x); si X' = Spec(A’), et si p’ est
I'idéal premier de A’ correspondant au point j(x), le morphisme Spec(A,)—Spec(A’)
est dominant, donc ’homomorphisme correspondant A’—A[. est injectif puisque A’ est
réduit (I, 1.2.7). Si ¢ =§, ou J est un idéal de A’, J s’identifie donc 4 une partie
de J,, et l'hypothése J,=o0 entraine donc J=o.

Corollaire (18.4.14). — Soient A un anneau local d’idéal maximal m, de corps résiduel k,
B une A-algébre fine.
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(1) Pour que B soit une A-algébre formellement non ramifide, il faut et il suffit que B®, k
soit une k-algébre étale.

(i1) Pour que B soit une A-algébre étale, il faut et il suffit que B®,k soit une k-algébre
étale et que B soit un A-module plat (ce qui équivaut a dire (0;, 6.3.3) que pour tout idéal
maximal 1 de B (nécessairement au-dessus de m), B, est un A-module plat).

On n’a évidemment a prouver que la suffisance des conditions énoncées. Il est
clair que (ii) résulte de (i) et de (18.4.12, (ii)), compte tenu de (17.1.2, (i)). Pour
prouver (i) remarquons que si B®, k£ est une £-algébre étale, on a Q(IB®AW =o0 (17.2.1).
Orona Qye uu=0R3.®sk (0, 20.5.5) et puisque B est une A-algebre de type fini,
Qf, est un B-module de type fini (0, 20.4.7). Mais comme B est une A-algebre finie,
mB est contenu dans le radical de B (Bourbaki, Alg. comm., chap. V, § 2, n° 1, prop. 1),
donc le lemme de Nakayama prouve que Qf, =0, et par suite B est une A-algébre
formellement non ramifiée (17.2.1).

18.5. Anneaux locaux henséliens ().

(x8.5.1) Soient X un préschéma, & un Ox-Module localement libre de rang
fini; le dual & =#om, (&, 0x) est donc un Cx-Module localement libre dont le
rang en tout point de X est égal a celui de & en ce point, et 'homomorphisme cano-
nique & eéfommx(g”, Og)=(&)" est bijectif. Pour tout morphisme X’'—X, posons
Exn=E®p Oy qui est un Og-Module localement libre, et considérons Iensemble
(X', &x,) des sections de ce Ox-Module au-dessus de X'. Nous allons voir que 'on
définit ainsi un foncteur contravariant représentable

18.5.1.1 WV, : X'w DX, Ex
5 & x’)

de la catégorie des X-préschémas dans celle des ensembles (O, 8.1.8).

Tout d’abord, on a bien défini un foncteur, car si f: X" —>X’ est un X-mor-
phisme de X-préschémas, on a Exn=f (€xy), d’ou (0, 4.4.3.2) une application
N'X', xy) > T(X, f(Ex))=T(X", Exy) qui achéve de définir le foncteur ‘V.
Montrons ensuite que le X-préschéma V(&) (I, 1.7.8) représente le foncteur *V. Il est
immédiat en effet que Pon a (&x)~ z(g’)(x,), donc V(&) XxX'=V((€x))"); compte
tenu de (I, 3.3.14), on est ramené & définir une bijection T'(V(&)/X) 3 I'(X, &),
et a vérifier que la bijection F(V(ﬁv(x,)) XNV, &%) est fonctorielle en X', Or, on
a une bijection canonique de T'(V(&)/X) sur Hom(,x(@é, Ox) (IL, 1.7.8), et la transposi-
tion wu~>'u est une bijection canonique de Hom@x(@é, 0x) sur Hom, (0x, &)=T(X, &),
en raison de I'identification de (&)~ et de &. La vérification de la propriété fonctorielle
est immédiate.

() La notion d’anneau local hensélien est due & Azumava, celle de hensélisation 2 NAGATA, 4 qui ’on doit
aussi les principaux résultats de cette théorie.
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Notons encore que, cvonformément a la théorie générale (O, 8.1.6) automor-
phisme identiquev de V(&) correspond canoniquement & une section ¢ de &y@)
au-dessuvs de V((E’v), c’est-a-dire (II, 1.4.1) & un homomorphisme de S, (&)-Modules
u:8y (&) > 8¢ (£)® &; pour tout ouvert affine W de X, si Pon pose I'(W, Ox)=A,
si on identifie I'(W, 8,_(&')) a une algébre de polynémes C=A[Ty, ..., T,], de sorte
que les T; forment une base de I'(W, &), et si enfin on désigne par (¢) la base duale
de (T;) dans T'(W, &)=T(W, & )”, onvoit aussitét que u correspond a I’homomorphisme

de C-modules tel que u(1)= X T,®e¢;.
i=1

Si X’=Spec(A) est affine et tel que &, soit isomorphe & CO%., I'(X', &)
est un A-module libre de rang 7; de facon imagée, on peut dire que l'objet V(&)
représente « 'ensemble des points de I’espace affine tordu sur X défini par & ».

(x8.5.2) Rappelons (II, 1.7.8) que 'on a par définition V((?):Spec(swx(@\é)).
Soit ¢ un Idéal quasi—cghérent de S@x((o\é’), de sorte que Spec(S@x((o\é)/ F) est un sous-
préschéma fermé de V(&); nous allons P'interpréter comme représentant un foncteur de la
catégorie des X-préschémas dans celle des ensembles. Notons pour cela qu’une section
uel'(X, &) s’identifie canoniquement a un Ox-homomorphisme u:0yx—¢&, auquel
correspond par transposition un Og-homomorphisme ‘u: &0y, et par suite un homo-
morphisme de Ox-Algébres v : 8§, _( 3)—»0}(. Soit Al(X, &, #) Pensemble des ueI'(X, &)
tels que # soit contenu dans le noyau de v; il résulte aussitét de ces définitions que

X! o> AU(X', Sy S o, Ox:)

est un foncteur représenté par Spec(Sox(é\"/) /#).S1 X'=Spec(A) est affine et tel que &y,
soit isomorphe & 0%, I'(X', £x,) peut s’identifier & ensemble A", et #®, Oy, a un
Ox.~-Module de la forme ?g, ol J est un idéal de PPanneau de polynémes A[T,, ..., T,];
Pensemble ANX', &x, F®p 0Ox) sidentifie alors & la partie de A" formée des points
(4, ..., t,) tels que P(#, ...,%)=0 pour tous les polynémes PeJ; de facon imagée
on peut donc dire que 'objet Spec(S@x((;é) | #) représente « le sous-ensemble algébrique
de I’espace affine tordu I'(X, &) formé des points annulant I'idéal I'(X, _#) ». On note
encore ce X-préschéma Al(&, #). On notera que si £ est un Idéal de type finide S, x(coé )
Al(&, 7) est un X-préschéma de présentation finie, puisque S@x(egs) est une Ox-Algébre
de présentation finie.

Lemme (18.5.3). — Soient S un préschéma, f:X—S un morphisme fini et localement
libre (18.2.%). Considérons le foncteur coniravariant de la catégorie des S-préschémas dans la catégorie
des ensembles

(x8.5.3.1) S/ Of(X xgS")

ott Of(XxS’) est Pensemble des parties & la fois ouvertes et fermées de espace sous-jacent @ XX gS'.
Alors ce _foncteur est représentable par un S-préschéma OF£(X), qui est affine, étale et de présentation
Jinie sur S.
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On a par hypotheése X=Spec(%), ou H=f(0x) est une Og-Algébre finie
et localement libre. Posons X'=XxgS', f'= @) B =%®y Us=f.(0x), de sorte
que X'=Spec(#’); il y a alors une bijection canonique, fonctorielle en S’, de
Pensemble Of(X’) sur I’ensemble Id(#’) des idempotents de ’anneau I'(S’, #')=T'(X’, Ox.).
En effet, en vertu de I’équivalence de la catégorie des S’-schémas affines sur S’ et de la
catégorie opposée de la catégorie des Og-Algebres quasi-cohérentes (I, 1.2.7 et 1.3.1),
il y a correspondance biunivoque canonique entre les décompositions de X' en somme
Xju X, de deux sous-préschémas induits sur des ouverts de X’ et les décompositions
de #’ en composée directe de deux Idéaux %, %,; ces derniéres & leur tour forment un
ensemble en correspondance biunivoque canonique (et fonctorielle en S’) avec Id(#’).
Il suffit donc de prouver le lemme pour le foncteur S'~>Id(#’).

Pour cela, nous allons montrer qu’il existe un Idéal de type fini ¢ de S, (%)
tel que Id(Z#’) soit de la forme Al(S’, &, F®o, 0y) (18.5.2). Notons a cet effet que
puisque & est une (g-Algebre, son image réciproque iy, est une Oy g-Algebre, et
Ion peut donc former le carré ¢2, dans cette Algébre, de la section canonique ¢ (18 5.1);
elle correspond canoniquement & un homomorphisme u® : So, (B) - S0 (% )®@ B
de S@s(.%’) -Modules, et on vérifie aussitét que pour un ouvert affine W de S, avec les
notations de (18.5.1), #® correspond & I’homomorphisme de C-modules tel que
u®(1)= Z(Zc”k T;)®¢,, ol (cj) est la table de multiplication de Ialgébre I'(W, ).
Montrons que I'Idéal ¢ de Sq, (#) engendré par le noyau de I’homomorphisme %—u®
répond 2 la question. Il suffit en effet de noter que I'idéal I'(W, #) de C est engendré
par les polynémes P, (T,, ..., T,)=T, Ec”kT T; et que les idempotents de I'(W, %)

sont précisément les élements E e de cettc algébre tels que (¢, ...,%) annule tous

les polynémes P, (1<i<n). On déduit donc de (18.5.2) que le S-préschéma affine de
présentation finie Of(X)=Al(%, #) représente bien le foncteur (18.5.3.1). Il reste
a prouver que Of(X) est étale sur S, ou, ce qui revient au méme, qu’il est formellement
étale sur S. Mais si S’ est un S-préschéma, S; un sous-préschéma fermé de S’ défini
par un Idéal localement nilpotent de @y (et ayant donc méme espace sous-jacent
que S’), il est clair que X'=X XS’ et X;=X XS, ont méme espace sous-jacent, donc
Papplication canonique Of(X')—>Of(X;) est biective, ce qui achéve la démons-
tration (17.1.1).

Proposition (x8.5.4). — Soient S un préschéma, S, un sous-préschéma fermé de S; consi-
dérons les propriétés suivantes :

a) Pour tout morphisme fini g : S'—S, Papplication canonique

(x8.5.4.1) Of(S’) — Of(S’ x¢S,) (cf. (18.5.3))

est bijective.

a') Pour tout morphisme fini et localement libre g:S'—S, Papplication (18.5.4.1)
est bijective.
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b) Pour tout morphisme étale et séparé g:S'—S, lapplication canonique
(x8.5.4.2) L(S'/S) — I'(S' XS,/S,)

est bijective.

La condition b) entraine a'); si de plus S est quasi-compact et quasi-séparé, la condition a)
entraine b).

Prouvons d’abord que &) entraine a’). Supposons donc &) vérifiée, et soit
g:S'—>S un morphisme fini et localement libre; posons Sj=1S'XgS,, de sorte que
8o=24s, : So—>S, est fini et localement libre. Alors il résulte de (18.5.3) que P=Of£(S’)
est un S-préschéma étale et séparé; en outre, la définition du foncteur Of montre aussit6t
que si 'on pose Py=O0f(S;) (pour la catégorie des Sy-préschémas), on a Po=DP xS,.
Cela étant, on a par définition le diagramme commutatif

I'(R/S) — T'(Py/S)

l l

¥
Of(S") —> Of(S))

ou les fleches verticales sont les bijections canoniques. Comme I’hypothése b), appliquée
au morphisme P->S, entraine que la premiére ligne est une bijection, il en est de méme
de la seconde, ce qui établit notre assertion.

Avant de prouver que a) entraine &) lorsque S est quasi-compact et quasi-séparé,
nous ¢tablirons le

Lemme (18.5.4.3). — St S et S, vérifient la condition 2) de (18.5.4), alors, pour tout
morphisme fini g:S'—S, S’ est Punique voisinage de Sj=g~'(Sg)=S" xS, dans S'.

En effet, il revient au méme de dire que si T’ est une partie fermée de S’ telle
que T'nS;=0, alors T'=0@. Or, si 'on désigne encore par T’ un sous-préschéma
fermé de S’ ayant T’ pour espace sous-jacent, le morphisme composé £:T' — S’ %S
est fini et £71(S,) est vide; la condition a) appliquée au morphisme / entraine que T’
est nécessairement vide.

Ce lemme étant démontré, prouvons d’abord que, sous I’hypothése a), Papplica-
tion (18.5.4.2) est injective. En effet, si «’, 4"’ sont deux S-sections de S’, le fait que le
morphisme S’—S soit non ramifié entraine que le préschéma des coincidences de u’
et ' est induit sur un ouvert U de S (17.4.6). Si les restrictions & S, de »’ et u”

’

sont les mémes, le fait que «’ et #” sont des immersions ouvertes (17.4.1) entraine

que U contient S, donc est égal & S en vertu du lemme (18.5.4.3) appliqué au cas
ou S'=S.

Reste a montrer que sous ’hypothése a), Papplication (18.5.4.2) est surjective
(S étant quasi-compact et quasi-séparé). Soit donc uy:S,—S; une Sy-section de Sj;
4o(S,) étant quasi-compact dans S’, peut étre recouvert par un nombre fini d’ouverts
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affines V; tels que la restriction g|V, soit un morphisme de type fini; si V est la réunion
des V,, on en conclut que g|V : V-8 est un morphisme de présentation finie, étant séparé
et localement de présentation finie par hypotheése (1.6.1). Remplagant S’ par V, on
peut donc supposer que g est de présentation finie. Comme S est quasi-compact et quasi-
séparé et g quasi-fini et séparé (17.6.1), il résulte du « Main theorem » (8.12.6)
que g se factorise en S’ Lgrh S, ol j est une immersion ouverte et f un morphisme
Jini. Posons Si'=S8""XgSq, jo=Js,:So—>Sys qui est une immersion ouverte et
Jo=Sfisy : S¢ =S,, qui est un morphisme fini. Alors u, est aussi une Sy-section de Sy
Comme g, : S;—S, est étale, %, est une immersion ouverte de S, dans S; (17.4.1),
donc uy(S,) est ouvert dans S, et a fortiori dans Sy’ ; mais d’autre part, comme f; est un
morphisme fini, donc séparé, u, est une immersion fermée de S, dans Sy (I, 5.4.6),
donc Xy=uy(S,) est a la fois ouvert et fermé dans Sy’. En vertu de ’hypothese ), il existe
un sous-ensemble & la fois ouvert et fermé X de S’ tel que XnSy =X,. Montrons
d’abord que le morphisme f:S""—S est étale aux points de X : en effet, ensemble U
des points de X o f|X est étale est ouvert et contient par hypothése X,cS;. Mais
le lemme (18.5.4.8) appliqué au morphisme fini f|X prouve que U=X. D’autre
part, S'nX est ouvert dans X et contient X, par hypothése, donc le méme raisonnement
prouve que S'nX =X, c’est-a-dire XcS’. Il reste a montrer que, pour tout seS,
le nombre géométrique n(s) de points de X n f~'(s) est égala 1, car il en résultera que | X
est radiciel et surjectif, et comme f|X est étale, on aura montré (17.9.1) que f|X est
un isomorphisme de P'ouvert XS’ sur S, dont I'isomorphisme réciproque u sera la
S-section cherchée prolongeant u,. Mais comme f|X est étale et fini, s~>n(s) est continue
dans S (18.2.8), et comme XnS;=2X,, on a n(s)=1 dans S;; Pensemble des
points seS tels que n(s)=1 étant ouvert dans S et contenant S,, il est égal & S
par (18.5.4.3). C.Q.F.D.

Remarque (18.5.4.4). — On peut montrer que I’énoncé (18.5.4) reste valable
lorsque, dans la condition &), on suppose seulement le morphisme g étale (mais non
nécessairement séparé) [43, exp. XIIJ.

Définition (18.5.5). — On dit gw’un préschéma S et un sous-préschéma fermé Sy de S
Sforment un couple hensélien s’ils vérifient la condition a) de (18.5.4).

Compte tenu de (I, 5.1.8), il revient au méme de dire que (S, Sy) est un couple
hensélien ou que (S,q, (S¢)ra) €N est un.

Proposition (18.5.6). — (1) St (S, Sy) est un couple hensélien, alors, pour tout morphisme
fini f:S'—S, si S est le sous-préschéma f=(Sy) de S', le couple (S', Sy) est hensélien.

(i1) Soient S= ]&IS“") une somme de préschémas, Sy un sous-préschéma fermé de S, somme
des sous-préschémas fermés S§ des S\. Pour que le couple (S, S,) soit hensélien, il faut et il
suffit que chacun des couples (S, S{) le soit.

L’assertion (i) est conséquence immédiate de la définition, puisque pour tout
morphisme fini g:S" =8, fog : S""—S est un morphisme fini. De méme, sous les condi-
tions de (ii), pour qu’un morphisme g :S'—S soit fini, il faut et il suffit que chacune
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de ses restrictions g®:8™®=g=1(S) - 8@ e soit, et si I'on pose Sj=g~(S,),
Se¥ = (g*)~1(S{), il y a correspondance biunivoque entre les parties ouvertes et
fermées U (resp. Uy,) de S’ (resp. Sg) et les familles (U®) (resp. U®) ot U@ (resp. UW)
est une partie ouverte et fermée de S"® (resp. S{®), d’otr Passertion (ii).

Remarque (18.5.7). — Soient S=Spec(A) un schéma affine, S, un sous-schéma
fermé de S défini par un idéal § de A. Alors, si le couple (S, S,) est hensélien, I'idéal
est nécessairement contenu dans le radical de A. En effet, si m est un idéal maximal de A,
m doit appartenir & V(J)=3S,, en vertu de (18.5.4.3), autrement dit on doit avoir
Jcm, d’oula conclusion. En particulier, supposons que S, soit réduit & un point, c’est-a-dire
que 'idéal J soit maximal; alors § doit étre le radical de A, autrement dit A doit étre un
anneau local, S, étant 'unique point fermé de Spec(A).

Définition (x8.5.8). — On dit quw’un anneau A est hensélien s’il est semi-local et si, en
désignant par t le radical de A, le couple (Spec(A), Spec(A/x)) est hensélien. On appelle schéma
local hensélien un schéma isomorphe au spectre d’un anneau local hensélien.

Proposition (18.5.9). — (i) Pour qu’un anneau semi-local A soit hensélien, il _faut et il suffit
qu’il soit composé direct d’anneaux locaux henséliens.

(ii) Pour quwun anneau local A soit hensélien, il faut et il suffit que toute A-algébre finie B
soit isomorphe & un produit d’anneaux locaux.

(i) En effet, la définition, appliquée & S=Spec(A) et S,=Spec(Ajr) montre,
puisque S, est un ensemble fini discret et fermé dans S, que S est réunion d’un nombre
fini de parties ouvertes et fermées S; (1<i<n) deux a deux disjointes, dont chacune
contient exactement un des idéaux maximaux my; de A; la conclusion résulte de
(18.5.6, (ii)) et de la remarque (18.5.7).

(ii) Tout morphisme fini S'-—>Spec(A) est de la forme Spec(B) —Spec(A), ot B
est une A-algébre finie. Si £ est le corps résiduel de A, Spec(B®,%) est un spectre
d’anneau artinien, donc fini et discret. Dire que le couple (Spec(A), Spec(k)) est hensélien
signifie donc que B est composé direct d’anneaux A, tels que Spec(A;®, k) soit réduit
3 un point, c’est-a-dire que A; (qui est une A-algébre finie) ne doit avoir qu’un seul idéal
maximal (Bourbaki, 4lg. comm., chap. V, § 2, n° 1, prop. 1).

L’étude des anneaux henséliens est donc essentiellement ramenée & celle des
anneaux locaux henséliens.

Proposition (x8.5.10). — Si A est un anneau hensélien, toute A-algébre finie B est un
anneau hensélien (donc composé direct d’anneaux locaux henséliens (18.5.9)).

En effet, si v’ est le radical de B, 'image réciproque de v’ dans A est le radical ¢
de A, et tout idéal de B au-dessus d’un idéal maximal de A est un idéal maximal de B,
donc l’ensemble V(r') dans Spec(B) est I'image réciproque de I'ensemble V(r) dans
Spec(A). La proposition est alors une conséquence de (18.5.6, (i)).

Théoréme (x8.5.11). — Sotent A un anneau local, m son idéal maximal. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

a) A est hensélien, autrement dit, toute A-algébre finie B est isomorphe & un produit d’anneaux
locaux.
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a’) La condition ) est satisfaite pour toutes les A-algébres B de la forme A[T][F.A[T],
o FeA[T] est un polynéme unitaire.

b) Soient S=Spec(A), So==>Spec(k). Pour tout morphisme étale g:S'—S, st lon
pose Sy=1S'®, k, toute Sy-section uy de Sy est la restriction d’une S-section u de S'.

c) Pour tout morphisme f: X—S, séparé et localement de type fini, et tout point xeX tel
que f(x) soit égal au point fermé s de S et que f soit quasi-fini au point x (Exry;, 20), X est
somme de deux préschémas X', X'' tels que X'=Spec(Ox,) et que f|X':X'—>S soit un
morphisme fini.

c’) Pour tout morphisme localement de type fini f: XS, et tout point xeX tel que f soit
quasi-fini au point x, et que f(x) soit égal au point fermé s de S, Ox , est une algeébre finie sur Og ;= A.

c"’) Pour tout morphisme localement de présentation finie f:X->S, et tout point xeX
tel que f soit quasi-fini au point x, et que f(x) soit égal au point fermé s de S, Oy ,, est une algébre
finie et de présentation finie sur Og ,= A.

Notons d’abord que la condition ¢’) (resp. ¢”’)) est équivalente & la méme condition
ol on suppose de plus f séparé, la question étant locale sur X. De méme, la condition 5)
est équivalente & la méme condition ot Pon suppose de plus g séparé : en effet, il suffit
d’appliquer cette derniere a la restriction de g & un voisinage ouvert affine du point #y(S,)
dans S’. Bornons-nous donc désormais au cas o, dans &), ¢’) et ¢'’), les morphismes
donnés sont séparés.

Le fait que a) implique 5) et que 4) implique a’) est un cas particulier de (18.5.4).
Montrons en outre que a’) implique ). Il s’agit de prouver que si ¢, est un idempotent
de C=B®,%, il existe un idempotent ¢cB dont ¢, est I'image canonique. Si 4 est un
élément de B dont 'image dans C est ¢,, la sous-A-algébre A[6]=B’ de B est finie,
et I'image canonique C’ de B’'®,% dans C contient ¢,. Or, B'®,k est une k-algébre
finie, donc composée directe de k-algébres locales finies, et par suite ¢, est 'image dans C’
d’un idempotent ¢; de B'®, k. On est ainsi ramené au cas ou B est monogéne, et par
suite isomorphe & une A-algébre quotient d’une algébre de la forme A[T]/F.A[T],
ou F est un polynéme unitaire. Or, en vertu de a’), A[T]/F.A[T] est composée directe
d’anneaux locaux, donc il en est de méme de toutes ses algébres quotients, ce qui achéve
de prouver l’existence de I'idempotent e.

Il est immédiat que ¢) entraine a), comme on le voit en raisonnant par récurrence
sur le nombre d’idéaux maximaux de ’anneau semi-local B. Paur voir que ¢) implique ¢),
on peut, en vertu de (13.1.4), se borner au cas o f est un morphisme affine et quasi-fini.
Alors, par application du « Main theorem » (8.12.8), f peut s’écrire comme un morphisme
composé X 53v34s, on g est un morphisme fini et j une immersion ouverte. Comme
Y =Spec(B), ou B est une A-algébre finie, il résulte de a) que B est composée directe
d’anneaux locaux, qui sont évidemment des A-algébres finies, et @X’z‘s’identiﬁe a l'un
de ces anneaux locaux puisque f(x)==s; en outre, tout ouvert de Y contenant x contient
nécessairement Spec(0y ,). '

Il est trivial que ¢) implique ¢’), en vertu de la remarque du début. Prouvons
que ¢’) implique ¢"’). Supposons en effet ¢’) vérifiée, et prouvons que sous les conditions
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de ¢”), ’ensemble Z=Spec(0x’x) s’identifie alors a une partie ouverte et fermée de X,
ce qui établira ¢”’) (I, 2.4.2). En premier lieu, le morphisme composé Z -> X 4 S, ouj
est le morphisme canonique (I, 2.4.1), est fini et de présentation finie par hypothése,
et comme f est séparé et localement de présentation finie, j est aussi un morphisme fini
et de présentation finie ((II, 6.1.5) et (1.4.3)); j est par suite un morphisme fermé
(II,6.1.10), ce qui prouve que Z est fermé dans X. Il résulte alors de (I, 2.4.2) et
(I, 4.2.2) que j est une immersion fermée. Mais si # est I'idéal de Oy définissant Z,
on a alors par hypothése #,=o, donc aussi Z,= o0 en tout point z d’un voisinage ouvert V
de x dans X, puisque par hypothése # est un Ox-Module quasi-cohérent de type fini
((r.4.7) et (0;, 5.2.2)). Or, un tel voisinage contient Z, donc Z est ouvert dans X
puisque Z|V=o.

Enfin, ¢”) implique a’) : en effet, si B=A[T]/F.A[T], le morphisme
X =Spec(B) >Spec(A) =Y est fini et de présentation finie, et la démonstration précé-
dente montre que B est composée directe des A-algébres finies Oy .., ol les #; sont les
points de la fibre du point fermé de Y.

Corollaire (18.5.12). — Soient A un anneau semi-local, t son radical ; posons S = Spec(A),
So==Spec(A/r). Pour que A soit hensélien, il faut et il suffit que, pour tout morphisme fini f: X—S
et tout morphisme étale et séparé g:Y—S, si Pon pose Xog=KXgS, et Yo=Y XS,,
Uapplication canonique

Homg(X, Y) — Homyg (X, Y,)
soit bijective.

La suffisance de la condition résulte de I’équivalence de a) et b) dans (18.5.11),
en appliquant cette condition au cas ot f=14. Pour voir que la condition est néces-
saire, notons que si A est hensélien, le couple (X, X,) est hensélien par (18.5.6, (1));
en outre Homg(X, Y) =T(XXY/X) et Homg(X,, Y, =TI(X,Xg,Y,/X,); comme
XXgY est étale et séparé sur X, la conclusion résulte de ce que a) implique 5)
dans (18.5.4).

Remarque (18.5.13). — Les conditions équivalentes a), a’), 8) du théoréeme
(18.5.11) sont encore équivalentes a la suivante (« lemme de Hensel ») :

a’’) Pour tout polyndme unitaire FeA[T), d’image canonique F,ck[T], et toute décompo-
sition Fo=GoH, de ¥y en un produit de deux polynémes unitaires étrangers G, H, de £k[T],
il existe un couple unique (G, H) de polynémes unitaires de A[T) possédant les propriétés suivantes :
G, et H, sont les images canoniques respectives de G et H, on a ¥ =GH, et Uidéal de A[T]
engendré par G et H est égal a A[T].

Nous établirons d’abord le lemme suivant :

Lemme (18.5.13.1). — Sotent A un anneau local de corps résiduel k, Fe A[T] un polynéme
unitaire, B la A-algébre A[T]|F.A[T]. Il existe une correspondance canonique entre les décompo-
sitions de B en composée directe de deux A-algébres quotients B', B'' et les décompositions F =GH
de F en produit de deux polynémes unitaires G, H de A[T], tels que I’idéal engendré par G et H
soit égal & A[T]; les algébres quotients B’, B’ correspondant & un tel couple de polyndmes G, H
sont respectivement A[T]/H.A[T] et A[T]/G.A[T].
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Si F=GH et si G et H engendrent I'idéal A[T], il y a deux polyn6émes P, Q
de A[T] tels que 1=PG 4 QH. On en déduit que l'intersection des idéaux principaux
a=G.A[T] et b=H.A[T] estégale & ¢=F.A[T]: en effet,si ReG.A[T]nH.A[T],
on peut écrire R=PRG 4 QRH; or RH (resp. RG) est un multiple de F puisque R
est un multiple de G (resp. H), donc ReF.A[T]. Comme A[T]=a-+b, A[T]/c est
somme directe des idéaux a/(anb) et b/(anb), canoniquement isomorphes respec-
tivement a A[T]/b et A[T]/a.

Inversement, supposons donnée une décomposition de B en composée directe
de deux A-algeébres B’, B”, qui s’identifient canoniquement a deux idéaux ¢'B, ¢'’B de B,
correspondant 2 une décomposition 1=e¢'+4-¢’ de 1 en idempotents orthogonaux ¢’, ¢’
de B. Posons encore By=B®,k=£k[T]/F,.£k[T], ou F, est I'image canonique de F
dans £[T], de méme degré n que F; si ¢, ¢, sont les images canoniques de ¢’, ¢’ dans B,,
ce sont deux idempotents orthogonaux tels que 1=¢5+ ¢, et B, est donc composée
directe de By=¢,B, et By =e¢yB,. Soient ¢ et #, les images canoniques de T dans B
et By; comme By (resp. By') est une £-algebre finie engendrée par t;=¢yt, (resp. ;' =¢ey ),
elle admet une base de la forme {ey, &, t%, ..., &'} (vesp. {ey, to', tg% ..., 85"}
avec r+s=n. D’autre part, B étant un A-module libre (de base {1, ..., #""'}),
B’ et B sont des A-modules projectifs, donc libres puisque A est un anneau local
(Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 5, n° 3, cor. de la prop. 5); il résulte donc de ce qui
précéde et de Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n° 3, prop. 5, que si 'on pose t'=¢e't,
t'=e"t, {e,t, ..., """} (resp. {€’, ¢, ...,¢""7'}) est une base du A-module B’
(resp. B”). Il y a donc un polynéme unitaire H (resp. G) de degré s (resp. r) de A[T]
tel que ¢H(#)=o0 et ¢'G(t")=o0; comme *=t*'* pour tout entier A>1, et
th=e't" ¢"=¢"t"" on a aussi G(t)=¢' G’ (t') et H(t)=¢"H(¢"’), dou G()H(t)=o0;
on en conclut que le polynéme G(T)H(T) est divisible par F(T); mais comme les degrés
de ces deux polyn6émes unitaires sont les mémes, on a GH=F. En outre, B’ (resp. B") est
isomorphe & A[T]/H.A[T] (resp. A[T]/G.A[T]). Enfin, il y a deux polyndémes R, S
de A[T] tels que ¢'=R(¢) et ¢"=S(¢); comme R(¢)=¢R(¢')+¢'R(¢"), on a nécessaire-
ment ¢’R(#')=o0 et de méme ¢'S(¢')=o0, de sorte que, par définition de G et H,
R=QH et S=PG, ou P, Q appartiennent 2 A[T]; la relation 1=R(¢)4S(¢) dans B
donne donc par définition PG+ QH=1+LF pour un certain polynébme LeA[T],
et comme F=GH, cela prouve que I'idéal engendré par G et H est A[T], et acheéve
de démontrer le lemme.

Ce lemme étant établi, il suffit de I'appliquer a ’anneau local A d’une part, au
corps £ de Pautre, pour voir aussitdt que les conditions a’) et a’’) sont équivalentes.

Proposition (x8.5.14). — Tout anneau semi-local A, séparé et complet pour la topologie
r-préadique (o0 ¥ est le radical de A) est hensélien.

En effet, A est composé direct d’anneaux locaux séparés et complets (Bourbaki,
Alg. comm., chap. III, § 2, n° 13, cor. de la prop. 19), donc on est ramené au cas ou A
est un anneau local. Vérifions le critére a’) de (18.5.11). Comme B est un A-module
libre de type fini, il est évidemment séparé et complet pour la topologie r-préadique,
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qui est aussi la topologie s-préadique, o s est le radical de ’anneau semi-local B, car B/tB
est un anneau artinien de radical s/tB. On sait alors (Bourbaki, 4lg. comm., chap. III,
§ 2, n° 13, cor. de la prop. 19) que B est composé direct d’anneaux locaux.

Proposition (18.5.x5). — Soient A un anneau hensélien, ¥ son radical. Alors le foncteur
B~>B/xB est une équivalence de la catégorie des A-algbres finies et étales avec la catégorie des
(A[x)-algébres finies et étales.

Le fait que le foncteur de I’énoncé soit pleinement fidéle est un cas particulier
de (18.5.12). Pour montrer que ce foncteur est une équivalence de catégories, on peut
se borner au cas ol A est local; il suffit alors d’appliquer (18.1.1) (pour les morphismes
étales), a S==>Spec(A) et S,=Spec(Afr), réduit & un seul point.

Remargues (18.5.16). — (1) Nous ignorons si la proposition (18.5.15) se généralise
4 un couple hensélien (S, S,), méme lorsque S est affine et noethérien.

(ii) Soient A un anneau noethérien, § un idéal de A tel que A soit séparé et complet
pour la topologie J-préadique. Alors le couple (Spec(A), Spec(A/J)) est hensélien :
en effet, pour toute A-algébre finie B, B est séparé et complet pour la topologie
J-préadique (0;, 7.3.6). Remplacant B par A et IJB par J, tout revient donc a
voir que P’application qui, a tout idempotent de A, fait correspondre sa classe mod. S,
est bijective. Or on a A=l<iE (A/3"). Notons Idem(A) I’ensemble des idempotents
de A, et pour tout homomorphisme d’anneaux ¢ : A—B, soit Idem(¢) Iappli-
cation de Idem(A) dans Idem(B) restriction de ¢; il résulte de la définition de
la limite projective que l'on a Idem(A) =l<iE Idem(A/J") pour les applications
U, : Idem(A/J™) —Idem(A/J") restriction des applications canoniques A/J"—>A/J".
Mais puisque Spec(A/J") —>Spec(A/I") est un homéomorphisme, les ¢,, sont des
bijections (comme on I’a vu dans la démonstration de (18.5.3)); cela prouve donc notre
assertion.

Théoréme (x8.5.x7). — Soient A un anneau local hensélien, S =Spec(A), s le point
Jermé de S. Pour tout morphisme lisse f:X—S, Papplication canonique

D(X/[S) = D(X,/k(s))

(o X,=f"(s)) est surjective.

La donnée d’une k(s)-section de X, équivaut a celle d’'un point xeX au-dessus
de s rationnel sur k(s), et il s’agit de prouver qu’il existe une S-section u:S—X telle
que u(s)=x. Compte tenu de (17.16.3, (i)), on peut supposer que f est étale. Alors la
conclusion résulte du critére (18.5.11, 4)). (Le lecteur notera qu’en vertu de ce critére,
la validité de (18.5.17) pour un anneau local donné A est nécessaire et suffisante pour
que A soit hensélien).

Remarque (18.5.18). — Les conditions de (18.5.11) sont encore équivalentes a la
suivante : :

d) Pour tout morphisme localement de type fini f: X —S et tout point xeX tel que f(x)
soit le point fermé s de S et que Ox ,[m,Ox , soit un corps canoniquement isomorphe @ k(s) =k,
il existe un voisinage ouvert U de x dans X tel que f|U soit une immersion fermée.
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Il est immédiat que d) implique la condition b) de (18.5.11) car une immersion
fermée étale est une immersion ouverte (18.9.1). Inversement, supposons vérifiées les
conditions de (18.5.11) et prouvons d). L’hypothése de d) implique que f est quasi-fini
au point x (Erry;, 20), en vertu de (13.1.4). Donc en vertu de la condition c¢)
de (18.5.11), O, est une A-algebre finie et Spec(0x ) un voisinage ouvert U de x
dans X. En outre, comme 0y ,/m,0x , estisomorphe & k=A/m,, lelemme de Nakayama
prouve que ’'homomorphisme A—0y , est surjectif, donc que f|U est une immersion
fermée. _

Proposition (18.5.19). — Soient A un anneau local noethérien et hensélien, S = Spec(A),
s le point fermé de S, f:X—>S un morphisme propre; posons X,=f"*(s). Alors I’ application
Y->YnX, estune bijection de I’ensemble des composantes connexes de X sur Iensemble des compo-
santes connexes de X,.

En considérant un sous-préschéma fermé de X ayant pour espace sous-jacent
une composante connexe de X, on est ramené a prouver que si X est connexe et non vide,
alors X, est connexe et non vide. Le fait que X, soit non vide résulte de (II, 7.2.1);
pour prouver que X, est connexe, raisonnons par I’absurde, en considérant la facto-
risation de Stein f: X Ls4s du morphisme propre f (IIL, 4.3.3); par hypothese,
I’ensemble discret fini g=!(s) contiendrait au moins deux points. Puisque A est hensélien
et g séparé et de type fini, il résulterait alors de (18.5.11, ¢)) que S’ serait somme
de deux préschémas non vides Sj, S; (puisque I'intersection de I'un d’eux avec g~'(s) est
réduite & un seul point). Puisque f’ est surjectif (III, 4.3.1), on en conclurait que X
est somme de deux préschémas non vides, contrairement a I’hypothése.

18.6. Hensélisation.

(x8.6.1) Etant donné un anneau local A, nous dirons qu’une A-algébre locale B
est essentiellement élale s’il existe une A-algébre étale C et un idéal premier n de C tels
que B soit A-isomorphe a C, et que I’homomorphisme composé A—C—C, soit local
(autrement dit, que n soit au-dessus de I'idéal maximal m de A); cela entraine (17.6.1)
que 1 est le seul idéal premier de B au-dessus de m puisque B est un anneau local; si B, B’
sont deux A-algebres locales essentiellement étales, tout A-homomorphisme B-—>B’
est donc local.

Si A’ est une A-algébre locale essenticllement étale et A’’ une A’-algebre locale
essentiellement étale, alors A’’ est une A-algébre locale essentiellement étale. En effet,
on a par hypotheése A’=B, ol B est une A-algébre étale et 1 un idéal premier de B
au-dessus de I'idéal maximal de A, et A”"=DB,,, ol B’ est une A’-algébre étale et n’ un
idéal premier de B’ au-dessus de Fidéal mB,. Si 'on pose S=B—n, de sorte que
A’=S"!B, B’ est de la forme S~!C, ou C est une B-algébre de présentation finie. Par
suite C est une A-algébre de présentation finie et A’ est de la forme C,, ot t est un idéal
premier de G au-dessus de I'idéal maximal de A. Comme A’ est une A-algébre formelle-
ment étale et A’ une A’-algébre formellement étale, A"’ est une A-algébre formellement
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étale (pour les topologies discrétes (17.1.3)); le morphisme Spec(C) — Spec(A) est donc
étale au point t (17.6.1), et il y a par suite un élément geC tel que G, soit une A-algebre
étale, ce qui prouve que A’ est une A-algébre essentiellement étale.

Etant donné un anneau local A, il existe un ensemble € de A-algébres locales essen-
tiellement étales tel que toute A-algébre locale essentiellement étale soit A-isomorphe
a une algébre appartenant a €. Il suffit évidemment pour le voir d’observer qu’il existe
un ensemble § de A-algébres de type fini tel que toute A-algebre de type fini soit
isomorphe a une algébre appartenant a §; on peut prendre § égal a 'ensemble des
quotients des algébres de polynémes A[T,, ..., T,] (neN).

Dans ce qui suit, si A et B sont deux anneaux locaux, nous noterons Hom.loc(A, B)
I’ensemble des homomorphismes locaux de A dans B.

Lemme (x8.6.2). — Soient A, A’ deux anneaux locaux, k, k' leurs corps résiduels respectifs,
¢ : A—>A' un homomorphisme (local) faisant de A' une A-algébre essentiellement étale (18.6.1)
et tel que I’homomorphisme correspondant k—k' soit bijectif. Alors, pour tout anneau local hensé-
lien B, lapplication canonique

Hom(e, 15) : Hom.loc(A’, B) - Hom.loc(A, B)
est bijective.

Posons S =Spec(A), Y ==Spec(B), et soient s et » les points fermés de S et Y respec-
tivement. Par hypothése, A’ est isomorphe a un anneau local 0x , d'un S-schéma X étale
sur S, en un point xeX au-dessus de s. Supposons donné un homomorphisme local
¢ : A—B, faisant de Y un S-schéma; il s’agit de voir qu’il existe un et un seul S-morphisme
f:Y=>X tel que f(y)=x. Posons X'=XX Y, et notons que puisque k(x)=Ek(s),
il existe un seul point x'eX au-dessus de x et de y, et que k(x")==k(y). Il faut prouver
qu’il existe une seule Y-section f” de X' telle que f'(p)=4'. Or, le morphisme g:X'—>Y
est étale et séparé, et la fibre X;=g"'(y) a pour anneau local au point x’ le corps
Ek(x")=Ek(y). Silon pose Y,=Spec(k(y)), il existe donc une unique Y -section f; de X;
telle que f;(y)=x«', et la conclusion résulte de ce que B est supposé hensélien et
de (18.5.11, 8)).

Nous dirons qu’une A-algebre locale A’ vérifiant les conditions de (18.6.2) est
strictement essentiellement étale. Notons que le critere (18.5.11,5)) signifie que, pour que A soit
hensélien, il faut et il suffit que toute A-algébre strictement essentiellement étale soit A-isomorphe a A.

Lemme (18.6.3). — Soient A un anneau local, A,, A, deux A-algébres locales strictement
essentiellement étales.

(1) 1l existe au plus un A-homomorphisme (nécessairement local) de A, dans A,.

(i1) Il existe une A-algeébre locale strictement essentiellement étale Ay et deux A-homo-
morphismes A, —>A;, A,—A,.

Posons S=Spec(A); par hypothése il y a deux S-schémas étales sur S, X,, X,,
et deux points x€X;, 16X, au-dessus du point fermé s de S et tels que A;=0x ,,
Ay=0y, ,. Posons X;=X,XsX,; les hypotheses k(x;)=Fk(x,)=k(s) entrainent qu’il
existe un seul point x;eX; au-dessus de x, et x, et que k(x;)=Ek(s) (I, 3.4.9). En outre,
X, est étale sur S (17.3.3), donc Ay=0y, , vérifie les conditions de (ii). Par ailleurs,
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on a vu qu'un A-homomorphisme de A, dans A, est nécessairement local; il correspond
a un S-morphisme f de X;=Spec(A,;) dans X, tel que f(x,)=1x;, ou encore, en posant
X =X;XgX;, a une Xj-section ' de Xj telle que f'(xy)=x;. Comme Fk(x;)= k(x,)
et que X, est connexe, 'unicité de f' résulte de (17.4.9), d’ou (i).

(x8.6.4) Désignons par & le sous-ensemble de I’ensemble € défini dans (18.6.1)
formé des A-algebres strictement essentiellement étales appartenant & €. Il résulte
de (18.6.3) que la relation « il existe un A-homomorphisme de A; dans A, » est une
relation de préordre dans & et fait de S un ensemble filtrant croissant. En indexant &
par lui-méme au moyen de ’application identique, il résulte de (18.6.3, (i)) que si A<p
dans &, il existe un A-homomorphisme unique @, : Ay—A, et (A, ¢,,) est évidemment
un systéme inductif de A-algébres locales, les ¢,, étant des homomorphismes locaux. En
outre, il résulte de (17.3.5) que pour A<y, A, est une A,-algebre strictement essen-
tiellement étale.

Définition (18.6.5). — On appelle hensélisé d’un anneau local A et on désigne par *A
la A-algébre limite inductive du systeme inductif (A,, ¢,,) défini dans (18.6.4).

Cette définition ne dépend qu’en apparence du choix de €; si €’ est un autre
ensemble de A-algébres locales essentiellement étales ayant la méme propriété que G,
€’ le sous-ensemble de €' formé des A-algébres strictement essentiellement étales, il
résulte de (18.6.3, (ii)) que, pour les relations de préordre envisagées, S et S’ sont cofinaux
4 ©@"'=6ug’, donc donnent la méme limite inductive a un isomorphisme prés. Nous
allons voir d’ailleurs ci-dessous (18.6.6, (i) et (ii)) que *A et ’homomorphisme canonique
A—*A forment une solution d’un probléme universel, et par suite sont déterminés a
isomorphisme unique prés.

On remarquera que si A est un corps, on a évidemment *A = A. Dans le cas général,
"A est aussi le hensélisé de toutes les A-algébres strictement essentiellement étales A, (AeG),
car si B est une A,-algébre strictement essentiellement étale, B est aussi une A-algébre
strictement essentiellement étale (18.6.1), donc (4 un A-isomorphisme prés) une des A,
pour p>2, etles A telles que p>2 et que A, soit une A,-algébre strictement essentielle-
ment étale forment un ensemble cofinal dans I’ensemble préordonné des A,, en vertu
de (18.6.1) et (18.6.3).

Théoréme (18.6.6). — Sotent A un anneau local, *A son hensélisé.

(i) ™A est un anneau local hensélien et ’homomorphisme structural A—"A est local.

(i) Pour tout anneau local hensélien B, application canonique

Hom.loc(*A, B) - Hom.loc(A, B)
est bijective.

(iii) *A est un A-module fidélement plat, et si m est I'idéal maximal de A, m."A est P’idéal
maximal de "A, et I’homomorphisme A[mA—*A/m.*A des corps résiduels est bijective.

(iv) Si A et (*A)" sont les séparés complétés des anneaux locaux A et *A, I’homomorphisme
A——>("A)A déduit de Ihomomorphisme structural A—"*A  par complétion est bijectif.

(v) Pour que "A soit noethérien, il faut et il suffit que A le soit.

(vi) Si A est hensélien, I’homomorphisme canonique A—>*A  est bijectif.
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Soit m, I'idéal maximal de A, ; il résulte du fait que, dans (17.6.1), a) implique ¢’),
que pour A<y, ona m,=myA,, 'homomorphisme A,/m,—A,/m, est bijectif et A,
est un A,-module plat. Le fait que "A soit local, que ’homomorphisme A-*A soit
local, I’assertion (iii) et la suffisance de (v) résultent donc de (Oyy, 10.8.1.3); la nécessité
de (v) résulte de ce que *A est un A-module fidélement plat (0;, 6.5.2).

Pour prouver que *A est hensélien, appliquons le critére (18.5.11, 4)). Posons
donc S=Spec("A), S,=Spec(*A/n.*A), et soit g:S'—S un morphisme étale; posons
Se=g"1(S,), etsoit fy:S,—>S; une Sy-section de Sj. Raisonnant comme dans (18.5.4),
on peut supposer que g est de présentation finie. Il résulte alors de (8.8.2) et (17.7.5)
qu'il existe un indice AeS, un morphisme étale g, : S'®—+S¥=Spec(A,) et, si 'on
pose SM=Spec(A,/mA,) et SP=g"1(SP), une SP-section f¥:SP>S® tels
que S'=SWx S, g=g"x1 et fy=fPMx1. Soient s le point fermé de S, x=£(s),
x, la projection de x dans S'™; comme x, est au-dessus du point fermé s, de S¥,
Panneau local C, de S™ au point x, est une A,-algébre essenticllement étale;
en outre, comme f{M(s,)=x,, on a k(x,)=Fk(s,), autrement dit, C, est une A, -algébre
locale strictement essentiellement étale, et par suite (18.6.1) est A,-isomorphe & une
A-algebre A, avec u>A. Il y a donc un A,-homomorphisme C,—"A, c’est-a-dire
un SM-morphisme 4 :S—>S'™ tel que A(s)=4x,, et par suite il existe bien une S-section f
de S’ telle que f{s)=x, ce qui achéve de prouver (i).

Pour prouver (ii), il suffit de noter que ’on a Hom.loc(*A, B) glég Hom.loc(A,, B)
et que par (18.6.2) les homomorphismes canoniques Hom.loc(A,, B)<-Hom.loc(A, B)
sont bijectifs.

Pour démontrer (iv), notons que pour tout A et tout entier n>o0, mi=m"A,,
et (MPA)"=m"."A= h_n)l m%. On en conclut, par I’exactitude du foncteur h_r)n dans
la catégorie des A-modules, que "A/(m."A)”:EI_r; (A,/m}), et par suite, il suffit de
montrer que, pour tout entier n, et tout indice A, ’homomorphisme A/m"—A,/m} est
bijectif. Or, cela est vrai par hypothése pour n=1; d’autre part, puisque A, est un
A-module plat, on a

my/my Tt =(m"/m" ) ®, A, = (m"/m"* D) Op/m (Aj/mA,)

et comme A/m—>A,/mA, =A,/m, est bijectif, '’homomorphisme m"/m"*!—m?}/ms*?
est lui aussi bijectif; la conclusion résulte donc de Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 2,
n° 8, cor. g du th. 1.

Enfin, si A est hensélien, il résulte de la remarque qui précede (18.6.3) que les
homomorphismes A->A, sont bijectifs, ce qui prouve (vi) par définition de *A.

(x8.6.7) Soient maintenant A un anneau semi-local, m; (1<i<r) ses idéaux
maximaux. On appelle hensélisé de A et ’on note encore *A 1’anneau produit I;[h(Ami)
des hensélisés des anneaux locaux A.,. C’est un A-module fidé¢lement plat et une
A-algébre semi-locale, dont les idéaux maximaux sont les m;.*A en vertu de (18.6.6,
(iii)); en outre, si t= Om,- est le radical de A, il résulte de ce qui précéde que r.*A
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est le radical de *A et que P’application canonique A/t->*A/t.*A est bijective. Comme
le séparé complété A de A pour la topologie t-préadique est le produit des séparés
complétés Am,. (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 2, n° 13, prop. 18) 'homomorphisme
canonique A (*A)" est bijectif par (18.6.6, (iv)), et il est clair par (18.6.6, (v)) que
pour que ™A soit noethérien, il faut et il suffit que A le soit.

Pour obtenir I’analogue de la propriété universelle (18.6.6, (ii)), convenons,
lorsque A et B sont deux anneaux semi-locaux de radicaux respectifs t, s, d’appeler homo-
morphisme semi-local de A dans B tout homomorphisme ¢ tel que ¢(r)€s. Dans le cas
particulier ol B est un produit d’anneaux locaux B; (1<j<n), la donnée d’un tel homo-
morphisme revient a celle de ses projections ¢; : A—B;, qui sont des homomorphismes
soumis 2 la seule condition que @;(r)Cny;, ou n; est 'idéal maximal de B;. D’ailleurs,
si m; (1<i<m) sont les idéaux maximaux de A, I'idéal premier ¢; *(n;) doit contenir
Pun des m; puisqu’il contient leur intersection ¥, donc il est égal a 'un des m; et o;

se factorise en A — Am’.—li B;, ol ¢;; est un homomorphisme local. Si Hom.sloc(A, B)
désigne ’ensemble des homomorphismes semi-locaux de A dans B, on peut donc identifier
cet ensemble & I;I (l;, Hom.loc(A,,;, Bi)) dans le cas considéré; comme un anneau semi-~
local hensélien est produit direct d’anneaux locaux henséliens, on voit que la propriété
universelle (18.6.6, (ii)) est encore valable pour un anneau semi-local A, lorsqu’on y
remplace les homomorphismes locaux par les homomorphismes semi-locaux.

Proposition (x8.6.8). — Sotent A un anneau semi-local, B une A-algébre semi-locale et
entiére sur A. Alors B®, (*A) est une B-algébre semi-locale isomorphe & "B.

Comme B®, (*A) est entier au-dessus de *A, chacun de ses idéaux maximaux est
au-dessus d’un des idéaux maximaux de *A, donc au-dessus d’un idéal maximal de A,
et comme B est entiére sur A, les idéaux premiers de B au-dessus d’un idéal maximal de A
sont des idéaux maximaux de B, si bien que finalement un idéal maximal de B®,(*A)
a pour projections dans Spec(A) et Spec(B) des idéaux maximaux; compte tenu de
(18.6.6, (iii)) et de (I, 3.4.9), on conclut que Panneau B®, (*A) est semi-local. En outre,
pour tout anneau local hensélien C, Hom.sloc(B®,(*A), C) est en correspondance
biunivoque avec I'ensemble des couples (¢, ¢) d’homomorphismes semi-locaux ¢ : B—C,
$ :*A—C tels que les composés A — B 3 C, A=A % C soient égaux. Mais en vertu
de la correspondance biunivoque entre Hom.sloc(A, C) et Hom.sloc(*A, C) on voit
que pour tout eeHom.sloc(B, C) il existe un ¢ et un seul ayant la propriété précédente,
donc ’application Hom.sloc(B®,(*A), C) — Hom.sloc(B, C) est bijective, ce qui prouve
la proposition en vertu de I'unicité de la solution d’un probléme universel.

Théoréme (18.6.9). — Soit A un anneau semi-local.

(i) Pour que *A soit réduit (vesp. normal), il faut et il suffit que A le soit.

(ii) Supposons A noethérien. Alors, pour tout idéal premier p de A, Panneau (*A),[p. (*A),
est composé direct d’un nombre fini d’extensions algébriques séparables de k(p) (ce qui entraine
que les fibres du morphisme canonique Spec(*A) — Spec(A) sont géométriquement
réguliéres).
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(i) Comme "A est un A-module fidélement plat, il résulte de (2.1.13) que si *A
est réduit (resp. normal), il en est de méme de A. Pour prouver la réciproque, on peut
se borner au cas o 'anneau A est local, de sorte qu’avec les notations de (18.6.4),
ona hA=_li_rr>1 A,. Or, il résulte de la définition des A, et de (17.5.7) que si A est réduit
(resp. intégre et intégralement clos), il en est de méme des A,; en outre, les homomor-
phismes A,—~Ag pour a<f sont injectifs en vertu de (0p, 6.5.1) puisque Ag est un
A,-module fidelement plat; donc les morphismes Spec(Ag) — Spec(A,) sont dominants,
et on conclut de (5.13.2) (resp. (5.13.4)) que *A est réduit (resp. intégre et intégralement
clos).

(ii) On peut se borner au cas out A est local. En vertu du fait que le foncteur h_rr)l
permute au produit tensoriel, la fibre du morphisme Spec(*A) - Spec(A) en un point p
est limite inductive des fibres des morphismes Spec(A,) — Spec(A) en ce point. Comme A
est noethérien, on voit, compte tenu de (17.6.2), que I'on est ramené & prouver le lemme
suivant :

Lemme (18.6.9.1). — Soient (B,) un systéme inductif d’anneaux artiniens, B:EI_I)l B,
sa limite inductive. Si B est noethérien, alors B est artinien; si de plus, pour o< B, les homomor-
phismes g, 2 B,—Bg sont injectifs, alors il existe N tel que, pour az=h le nombre des composants
locaux BY) de B, soit constant, que ¢g,(BY)CBY pour tout i et que les B(i)zirr; BY
sotent les composants locaux de B.

Soient en effet Y,=Spec(B,), Y =_Spec(B), qui, en tant qu’espace topologique,
est égal a 1(1_r_n_ Y, (8.2.10). Les espaces Y, sont finis et discrets; en outre, si les g, sont
injectifs, les morphismes canoniques Y,—Y, sont dominants, donc surjectifs. Le lemme
résultera donc du lemme purement topologique suivant :

Lemme (18.6.9.2). — Soit (Y,, ,p) un systeme projectif d’espaces topologiques finis et
discrets. St Y:l(iﬂ Y, est noethérien, Y est fini et discret. St de plus les {,q sont surjectifs, il
existe \ tel que pour «a=N, le nombre d’éléments de Y, soit constant et égal au nombre d’éléments
de Y.

En effet, Y étant compact et noethérien, toute partie de Y est compacte, donc
fermée, ce qui implique que Y est discret, donc fini puisqu’il est compact. Si de plus
les ¢,q sont surjectifs, il en est de méme de ¢,:Y—>Y,, donc Card(Y)>Card(Y,),
et comme Card(Y,) est fonction croissante de «, il existe A tel que pour a>A,
Card(Y,)=Card(Y,); les {,; sont alors bijectifs pour a>X et on a donc
Card(Y)= Card(Y,).

Corollaire (18.6.10). — Soit A un anneau local noethérien. Pour que "A posséde une des
propriétés suivantes :

a) étre un anneau de Cohen-Macaulay (0, 16.5.3);

b) vérifier la propriéié (S,) (5.7.3);

c) étre régulier ;

d) vérifier la propriété (R,) (5.8.2);

il faut et il suffit que A possede cette méme propriété.
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Cela résulte aussitot de ce que les fibres du morphisme Spec(*A) — Spec(A) sont
géométriquement régulieres (18.6.9) et de (6.4.1), (6.5.1) et (6.5.3).

Corollaire (18.6.11). — Soit A un anneau semi-local noethérien. Pour qu’un idéal premier p
de "A appartienne & Ass(*A), il faut et il suffit que pnA appartienne & Ass(A).

Compte tenu de la description des fibres du morphisme Spec(*A) — Spec(A),
cela résulte aussitdt de (3.3.1).

Proposition (18.6.12). — Soit A un anneau local ; les propriétés sutvantes sont équivalentes :

a) A est umbranche (0, 23.2.1) (resp. réduit et unibranche).

b) Pour toute A-algébre locale strictement essentiellement étale A’, Spec(A’) est trréductible
(resp. intégre).

c) Spec(*A) est irréductible (resp. intégre).

Notons d’abord que *A,)=("A),q, car A, )="A)® A, (18.6.8), et
comme *(A ;) est réduit (18.6.9), il est égal a (*A),, . Ceci permet, dans la démons-
tration, de considérer seulement le cas ou A est réduit, donc aussi A’ (17.5.7) et
"A (18.6.9).

Avec les notations de (18.6.4), la condition ) signifie que tous les A, sont intégres;
on en conclut que "A:l_igAu est integre (5.13.3), donc &) entraine ¢).

Il est clair que si *A est intégre, il en est de méme des A, C"*A, donc ¢) entraine b).
Montrons que ¢) entraine a). Notons d’abord que AC"A est intégre; soient K et L
les corps des fractions de A et *A respectivement. 11 suffit de voir que pour toute A-algébre
finie BCK, B est un anneau local. Or B est un anneau semi-local, dont le hensélisé est
donc B®, (*A) (18.6.8). Par platitude, B®, (*A) s’identifie & un sous-anneau de
K®, (*A) et ce dernier & un sous-anneau de L, donc "B est intégre. Mais comme "B
est un anneau semi-local hensélien, il est composé direct d’anneaux locaux (18.5.9),
donc ne peut étre intégre que s’il est local, ce qui entraine bien que B est local.

Prouvons enfin que ) implique ¢). Soit C la cloture intégrale de I’anneau intégre A.
Comme C est un anneau local par hypothése, C®, (*A) est le hensélisé de C (18.6.8),
donc est intégre et intégralement clos (18.6.9). Comme A est un sous-anneau de C,
"A sidentifie 2 un sous-anneau de "*C par platitude, donc est lui aussi intégre, ce qui
achéve la démonstration.

Corollaire (18.6.13). — Soit A un anneau local hensélien. Alors, pour que A soit uni-
branche, il faut et il suffit que A4 soit intégre.
Proposition (18.6.14). — (1) Toute limite inductive filtrante d’anneaux locaux henséliens

(oit les homomorphismes de transition sont locaux) est un anncau local hensélien.

(i) Le foncteur A~>"A dans la catégorie des anneaux locaux (o les morphismes sont
les homomorphismes locaux) commute aux limites inductives filtrantes.

(iii) Tout anneau local hensélien A est limite inductive d’un systéme inductif filtrant d’anneaux
locaux henséliens et nocthériens A, (les homomorphismes de transition A,—A, étant locaux).

(i) Soit (A,) un systeme inductif filtrant d’anneaux locaux henséliens, ou les
homomorphismes de transition sont locaux. Montrons que A’:li_n)l A,, qui est local

(01> 10.3.1.3) est hensélien. Or, soient G une A’-algebre étale, n un idéal premier
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de C au-dessus de l'idéal maximal m’ de A’, tel que G, soit strictement essen-
tiellement étale sur A’ (18.6.1), autrement dit que k(m’)—>k(n) soit un isomor-
phisme. En vertu de (8.8.2, (ii)) et de (17.7.8), il existe un indice A et une A,-algébre
étale G, tels que C=C,®,, A’ 4 isomorphisme prés; en outre, si n, est 'image réciproque
de n dans C,, et m, l'idéal maximal de A,, on peut, en vertu de (8.8.2.4) et de la
transitivité des fibres (I, 3.6.4), supposer que (C,),, est strictement essenticllement
étale sur A,; puisque A, est hensélien, (C,),, est nécessairement isomorphe a A,
(18.5.11, 8)); il existe par suite un voisinage de n, dans Spec(C,) isomorphe a Spec(A,)
(I, 6.5.4); on en conclut qu’il y a un voisinage de 1t dans Spec(C) isomorphe a Spec(A’),
donc que C, est isomorphe & A’, ce qui prouve que A’ est hensélien (18.6.2) et achéve
la démonstration.

(ii) Supposons que le_ig B,, ol les B, sont des anneaux locaux, les homo-
morphismes de transition B,—B, (A\<p) étant locaux. Posons A,="B,; les A, sont
des anneaux locaux henséliens (18.6.6, (vi)), et en vertu de (18.6.6, (ii)) les homo-
morphismes de transition B,—B, déterminent de fagon unique des homomorphismes
locaux A,—A,, de sorte que (A,) est un systéme inductif. Tout revient a voir que
A’=}i_r;1 A, est canoniquement isomorphe 3 A="B. En vertu de (18.6.6, (ii)) et de

la définition des limites inductives, on a, pour tout anneau local hensélien E,

Hom.loc(A’, E)=1im Hom.loc(A,, E)=1im Hom.loc¢(B,, E)=Hom.loc(B, E).
<~ <—

Mais comme A’ est hensélien par (i), cela prouve notre assertion.

(iii) L’anneau A est limite inductive filtrante de ses sous-anneaux locaux noethé-
riens B,, les homomorphismes de transition étant locaux (5.13.3, (iii)). Comme les "B,
sont des anneaux locaux henséliens et noethériens (18.6.6, (v)) et que A="A (18.6.6,
(vi)), il suffit d’appliquer (ii) au systéme inductif (B,).

Corollaire (x8.6.15). — Soient A un anneau local hensélien, X un A-préschéma de présen-
tation finie sur A. Il existe alors un anneau local noethérien et hensélien A,, un homomorphisme
local Ay—A, un préschéma X, de type fini sur Ay et un A-isomorphisme X,®, ASX.

Cela résulte de (18.6.14) et de (8.8.2, (ii)).

18.7. Hensélisation et anneaux excellents.

(x8.7.1) Nous désignerons dans ce numéro par P(Z, k) une propriété de la
forme considérée dans (7.8.1), oll nous supposons en outre que la propriété Q(A, k)
satisfait & la condition suivante :

Pour toute extension algébrique séparable £’ de £, et toute A’-algeébre locale
noethérienne A, la propriété Q(A, k) est équivalente & Q(A, k').

Il est immédiat que toutes les propriétés P considérées dans (7.3.8) vérifient la
condition précédente, compte tenu du fait que si K est une extension finie de £, £'®,K
est composé direct d’extensions algébriques séparables de K.
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Proposition (18.7.2). — Soit A un anneau local noethérien. Pour que *A soit un P-anneau
(7.9.18), il faut et il suffit que A le soit.

En effet, en vertu de (18.6.6, (iv)), le complété A de A est aussi le complété de PA
et Pon a donc Ac*AcA. D’aprés (18.6.9), pour tout xeSpec(A), la fibre en x du
morphisme Spec("A) — Spec(A) est discréte et finie, et en chacun des points y; de cette
fibre, k(y;) est une extension algébrique séparable de k(x). La fibre formelle de A au
point x est donc un préschéma somme des fibres formelles de *A aux points y;. La conclusion
résulte alors de P’hypothése faite sur P dans (18.7.1).

Corollaire (x8.7%7.3). — Soit A un anneau local noethérien. Pour que "A soit universellement
Japonais, il faut et il suffit que A le soit.

En effet, pour un anneau local noethérien B, il revient au méme de dire que B est
universellement japonais, ou que les fibres formelles de B sont géométriquement réduites
(7.6.4 et 7.7.1); la conclusion résulte donc de (18.7.2).

Corollaire (18.7.4). — Soit A un anneau local noethérien. Pour que les fibres formelles
de A soient géométriquement réguliéres, il faut et il suffit que celles de A le soient.

C’est un cas particulier de (18.7.2).

Proposition (18.7.5). — Soit A un anneau local noethérien. St A est universellement caté-
naire (5.6.2) (resp. formellement caténaire (7.1.9), resp. strictement formellement caténaire
(7.2.6)), il en est de méme de *A.

Avec les notations de (18.6.4), si A est universellement caténaire, il en est de méme
des A,, qui sont des A-algebres essentiellement de type fini (5.6.3). Pour prouver que
dans ce cas *A est universellement caténaire, il suffira donc d’établir le lemme suivant :

Lemme (18.7.5.1). — Soit (B,, ¢g,) un systéme inductif d’ anneaux noethériens et supposons
que, pour a<P, g, fasse de By un B -module fidélement plat et que B=1_i_1’§1 B, soit noethérien.
Alors, si les B, sont caténaires (vesp. universellement caténaires), il en est de méme de B.

Dire que B est universellement caténaire équivaut a dire que B[T,, ..., T,] est
caténaire pour tout z (5.6.2), et il est immédiat que le systéme inductif (B,[T,, ..., T,])
vérifie les mémes conditions que (B,); il suffit donc de prouver que si les B, sont caténaires,
il en est de méme de B. Si p,D>p;D...Dp, est une chaine saturée d’idéaux premiers
de B, les images réciproques Po,dPigD..-DP,, de ces idéaux dans B, forment une
chaine d’idéaux premiers, et il sufffit de montrer que pour « assez grand, cette chaine est
saturée. Or, chaque p;est unidéal de type fini, donc il existe un A tel que, pour a>2, on ait
Pi=Pie-B. Onadonc 1—codim(V(p), V(p;41)=codim(V(p,), V(piys,0) puisque B
est un B -module plat ((6.1.4) et (0;, 6.2.3)), ce qui achéve de prouver le lemme.

Supposons maintenant A formellement caténaire. Soient p un idéal premier de *A,
q son image réciproque dans A, de sorte que q.*!AcCp, et par suite *A/p est un anneau
quotient de *A/q."A. 1l suffit donc de prouver que *A/q.*A est formellement caténaire
pour tout idéal premier q de A (7.1.9), et comme *A/q.*A="*(A/q) par (18.6.8),
il suffit (7.1.11) de voir que si A est intégre et formellement caténaire, *A est formellement
équidimensionnel. Mais comme le complété de *A est égal 2 A, cela résulte de Phypothése
que A est formellement caténaire.
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Supposons enfin A strictement formellement caténaire; alors on vient de voir
que *A est formellement caténaire, et il reste & prouver que les fibres du morphisme
Spec(A) — Spec(*A) vérifient la propriété (S,) (7.2.5, 4)). Mais cela résulte de ’hypo-
thése sur A et de (18.7.2) appliqué au cas ot P(Z, k) est la propriété (S,;) pour Z.

Corollaire (x8.7.6). — Si un anneau local noethérien A est excellent (7.8.2), il en est
de méme de "A.

Remarque (18.7.7). — Il peut se faire que A soit un anneau local excellent sans que A soit universellement
caténaire (ni par suite excellent). Pour le voir, reprenons I’exemple de I’anneau A de (5.6.11), avec les mémes
notations. L’anneau E construit dans (5.6.11) est excellent lorsque &, est de caractéristique o (7.8.3, (ii) et (iii));
considérons deux anneaux E,, E, isomorphes & E, et « recollons » Spec(E,) et Spec(E,) de sorte que si m; et m; sont
les idéaux maximaux de E; (i=1, 2) correspondant & m et m’, le point m, soit « recollé » & m; et le point m, & m;;
de facon précise, si g; et £; sont les homomorphismes canoniques de E; sur e(m;) et F(m;) (i=1,2), le schéma
obtenu est Spec(R), ot R est le sous-anneau de E, X E, formé des couples (x;, x,) tels que e5(x,) = o(g;(x;)) et
g1(x;) = o(ey(%p)). On vérifie aisément (par exemple a I’aide de (17.6.3)) que R est une G-algebre finie et étale,
et qu’il y a deux idéaux maximaux 1;, 1, de R au-dessus de I’idéal maximal n de G, les complétés de Ry et Ry,
étant canoniquement isomorphes a celui de A =Cy; Ry, est donc une A-algébre strictement essentiellement étale,
et par suite son hensélisé est égal 2 "A. En outre, on a vu (7.8.4, (ii)) que les fibres formelles de A sont géométri-
quement réguliéres, donc il en est de méme de celles de A (18.7.2). Enfin, I’anneau R est universellement caténaire,
car ses quotients par ses deux idéaux premiers minimaux sont isomorphes & E, d’ou la conclusion par (5.6.3, (iii)).
L’anneau R, est donc excellent, et il en est par suite de méme de *A (18.7.6), alors que A n’est pas universellement
caténaire.

18.8. Anneaux strictement locaux et hensélisation stricte.

Proposition (18.8.1). — Soit A un anneau local. Les conditions sutvantes sont équivalentes :

a) A est un anneau hensélien et son corps résiduel k est séparablement clos.

b) A est un anneau hensélien et fout revétement étale de S = Spec(A) est trivial.

c) Pour tout morphisme étale f: X—S et tout point xcX tel que f(x) soit le point fermé s
de S, il existe une S-section u:S—X de X telle que u(s)=x.

L’hypotheése ¢) implique que pour tout morphisme étale f: X—S, les corps rési-
duels aux points de f~'(s) sont tous isomorphes a %, et en outre que la condition &)
de (18.5.11) est vérifiée. Donc A est hensélien, et le fait que tout revétement étale de S
est trivial résulte de (18.2.10, (ii)); donc ¢) implique &). Comme les revétements étales
de Spec(k) sont triviaux si et seulement si £ est séparablement clos, ) implique @) en
vertu de (18.5.11, 4)). Enfin, il résulte aussi de (18.5.11, 4)) que ¢) implique ¢).

Définition (18.8.2). — On dit gu’un anneau local est un anneau strictement local s’il
vérifie les conditions équivalentes de (18.8.1). On appelle schéma strictement local un schéma
isomorphe au spectre d’un anneau strictement local.

Remarque (18.8.3). — Les conditions de (18.8.1) sont encore équivalentes a la
suivante

d) Pour tout morphisme localement de type fini f: X—S et tout point xeX tel que f(x)
soit le point fermé s de S et que Ox ,[m, O , soit un corps, extension finie séparable de k(s)=F,
il existe un voisinage ouvert U de x dans X tel que f|U soit une immersion fermée.
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(On notera que P’hypothése de d) est vérifiée si f est formellement non ramifié au
point x (17.4.1.2).)

Nous laissons au lecteur la démonstration, qui est substantiellement la méme que
celle de (18.5.18).

Lemme (18.8.4). — Sotent A, A’ deux anneaux locaux, ¢ : A—A’ un homomorphisme
local faisant de A’ une A-algebre essentiellement étale (18.6.1). Alors, pour tout anneau strictement
local B, tout homomorphisme local ¢ :A—>B et tout homomorphisme de FK(A)-algébres
o k(A —>k(B), i existe un et un seul homomorphisme local {' : A'—>B tel que $={'o0
et que o soit égal & I"homomorphisme ' déduit de ' par passage aux quotients.

Avec les notations de (18.6.2), l’homomorphisine o correspond a un k(s)-morphisme
Spec(k(y)) — Spec(k(x)), donc a un point &’ bien déterminé dans X' au-dessus de y.
L’existence de la Y-section f’ de X’ telle que f’(y)=x«" résulte donc de (18.8.1, ¢))
puisque f’ est étale et B strictement local, et son unicité résulte de ce que f' est séparé
et de (17.4.9).

Lemme (18.8.5). — Soient A un anneau local, A,, A, deux A-algébres locales essentiellement
étales, K un corps, extension de k(A).

(1) Pour tout k(A)-homomorphisme v : k(A,) — k(A,), i existe au plus un A-homomorphisme
(nécessairement local) § : A,—A, tel que vy soit I'homomorphisme  déduit de { par passage aux
quotients.

(ii) Pour tout couple de A-homomorphismes locaux B, :A;—K, By : Ay—>K il existe
une A-algébre locale essentiellement étale Ay, deux A-homomorphismes ¢, : Aj—A,, @51 Ay—>Ag
et un A-homomorphisme B :A;—~K tels que B,=PBo¢p; et Py=Poo,.

Avec les notations de (18.6.3), les homomorphismes B;, 8, dans (ii) correspondent
a deux S-morphismes Spec(K)—>X,, Spec(K)—X,, d’images respectives x;, ¥,; on en
déduit un S-morphisme bien déterminé Spec(K)—>X; (I, 3.2.1) d’image x; au-dessus
de x, et x,; la A-algeébre A;=0y, , et ’homomorphisme A;—K correspondant a
ces données répondent aux conditions de (ii). D’autre part, la donnée de y dans (i)
correspond a un S-morphisme Spec(k(x,)) — Spec(k(x;)) ou encore & un point x; de X;
au-dessus de x,; l'unicité de ¢ résulte de l'unicité d’une Xj-section de X; passant
par %3 (17.4.9).

(x8.8.6) Soient A un anneau local, m son idéal maximal, £ son corps résiduel,
Q une cloture séparable de k. Considérons Pensemble € de A-algébres essentiellement étales
défini dans (18.6.1), et désignons par L 'ensemble des A-homomorphismes locaux A’—L,

ou A’ parcourt €; on notera qu’un tel homomorphisme se factorise en A : A’— E(A’) e Q,
ol w,: k(A’)—>Q est un A-homomorphisme (puisque MA’ est 'idéal maximal de A’);
inversement la donnée d’un tel homomorphisme w, détermine uniquement un homo-
morphisme AeL. Pour tout AeL, nous désignerons par A, la A-algebre essentiellement
étale appartenant & € sur laquelle X est défini. L’ensemble L est préordonné par la relation
« il existe un A-homomorphisme ¢, :A,—~A, tel que A=poq, » et il résulte
de (18.8.5, (i)) que cet homomorphisme ¢, est unique. En outre, L est filtrant croissant
pour la relation de préordre précédente (que lon note encore A<u), en vertu
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de (18.8.5, (ii)). Il est clair que (A,, ¢,,) est un systéme inductif de A-algébres locales,
les ¢, étant des homomorphismes locaux; en outre, il résulte de (17.8.5) que
pour A<y, A, est une A,-algébre essenticllement étale. Si o, : E(A,) — E(A,) est
le .-homomorphisme déduit de ¢, par passage aux quotients, (k(A,), @,,) est un systéme
inductif d’extensions algébriques séparables de £, et les o, : k(A,) —Q forment un systéme
inductif de A-homomorphismes. En outre, la limite inductive

(x8.8.6.1) © 3}}§k(Ax)—“>Q

est un k-isomorphisme. Il suffit en effet de prouver que pour toute extension finie séparable £’
de £, il existe une A-algébre essentiellement étale A’ telle que £’ soit le corps résiduel
de A’ et que P’homomorphisme k->%" se déduise de A—A’ par passage aux quotients.
Mais cela résulte de (18.1.1) appliqué aux morphismes étales, compte tenu de ce que
Spec(A) est le seul voisinage de son point fermé. '

Notons maintenant que si m, est I'idéal maximal de A,, il résulte de (17.6.1)
que pour A<y, on a m,=myA, et que A, est un A,-module plat. Donc il résulte
de (0py, 10.3.1.3) que lanneau li_r)nA;\ est local, que I’homomorphisme canonique
w: A—»li;n A, est local, et que 'on a un k-isomorphisme canonique

11_1})1 E(A,) — k(h_n)'l Ay

identifiant ces deux corps, on en déduit un k-isomorphisme canonique
__1 . ~y 1-
(x8.8.6.2) ® .Q—>k(1_r>nAA).

Définition (18.8.7). — Sotent A un anneau local, k= k(A) son corps résiduel, i:k—Q
un homomorphisme de k dans une cloture séparable Q de k ; on appelle hensélisé strict de A relati-
vement & i, et on note Ay, (o0& A lorsque cela ne préte pas & confusion) la limite inductive
du systéme inductif (A,, ¢,,) défini dans (18.8.6).

Comme on a un k-isomorphisme canonique o~ 1: Q= E(™A;), Q est muni
canoniquement d’une structure de ®A-algébre par I’homomorphisme local

«

A — k(A 3.

Comme dans (18.6.5) on voit que la définition donnée dans (18.8.%) ne dépend
qu’en apparence du choix de I’ensemble €; nous allons voir encore ci-dessous (18.8.8, (i)
et (ii)) que A, est un objet représentant un foncteur entierement défini par la donnée
de A etde? (O, 8.1.8), et est donc défini comme tel a isomorphisme unique pres.

Proposition (18.8.8). — Sotent A un anneau local, k son corps résiduel, i:k—>Q un
homomorphisme de k dans une cloture séparable de k, ™Ay le hensélisé strict de A correspondant a i.

(i) ™Ay est un anneau strictement local (18.8.2) et [homomorphisme structural
w: A—->"Ay est local.

(i) Pour tout homomorphisme local u:A—B, od B est un anneau strictement local, et
tout k-homomorphisme ¢ : Q—k(B), il_existe un et un seul A-homomorphisme v :'”‘A(i)—>B

-1
tel que { se factorise en il k(™A) N k(B), oi v est déduit de v par passage aux quotients.
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(iii) "Ay est un A-module fidélement plas, et si m est Pidéal maximal de A, m. ™A, est
Pidéal maximal de ™Ay, et k(™Ay,)) est une cloture séparable de k.

(iv) Pour que ™Ay soit noethérien, il faut et il suffit que A le soit.

(v) Si A est strictement local (donc Q=k), on a WA=A.

(vi) St " 1 k—>Q" est un second homomorphisme de k dans une cloture séparable de k, pour
tout k-isomorphisme o : Q 5 Q', le A-homomorphisme correspondant (par (ii)) v, : "Au —> Ay
est un isomorphisme. _

On a déja vu ci-dessus que ™Ay, est un anneau local et que w est un homomor-
phisme local; le fait que ™A soit hensélien (et par suite strictement local) se démontre
comme dans (18.6.6). Les assertions de (iii) découlent encore de (O, 10.3.1.3),
ainsi que la suffisance de la condition (iv); la nécessité de cette condition résulte de ce
que '“’A(,-) est un A-module fidélement plat (0, 6.5.2).

Pour prouver (ii), remarquons, avec les notations de (18.8.6), que pour tout AeL,
il existe un et un seul A-homomorphisme local v,:A;—B, tel que le composé

k(A,) 20% Ek(B) soit déduit de v, par passage aux quotients, en vertu de (18.8.4)
et de ’hypothése que B est strictement local. L’unicité de v, entraine en outre que les v,
forment un systéme inductif, d’out I'existence de I’homomorphisme v répondant aux
conditions de (ii) ; son unicité résulte de (17.4.9). L’unicité de v entraine aussitot I’asser-
tion (vi), en considérant les composés v,0v,-1 €t v5-.00,. Enfin, si A est strictement local,
et A’=B, une A-algebre locale essentiellement étale, ot B est une A-algébre étale, il
résulte de (18.8.1) qu’il existe une Spec(A)-section de Spec(B) prenant la valeur n
au point fermé de Spec(A), donc on déduit de (17.4.1) que ’homomorphisme A—A’
est bijectif, ce qui prouve (V).

(x8.8.8.1) Soit € la catégorie des anneaux strictement locaux, avec pour mor-
phismes les homomorphismes locaux; pour tout BeC, désignons par F(B) I’ensemble
des couples (u, ¢) formés d’'un homomorphisme local #: A—B et d’un £-isomorphisme
¢ : Q—Ek(B) tels que le composé k(A)=Fk S04 k(B) soit déduit de u par passage aux
quotients. On peut dire que lobjet ™A, représente le foncteur covariant F :C-—Ens
(Oppp, 8.1.11).

On remarquera qu’en vertu de (18.8.8, (vi)) les hensélisés stricts "*Ay;, sont tous
A-isomorphes (pour les divers k-homomorphismes i de £ dans des clétures séparables
de k), mais pour ¢ et ¢’ donnés, il y a en général une infinité de A-isomorphismes
A4 S ™A, De fagon précise, le groupe des A-automorphismes de ™A, est
isomorphe au groupe de Galois de Q sur £.

(x8.8.9) Soient maintenant A un anneau semi-local, wy; (1<j<r) ses idéaux
maximaux, et pour tout indice j, considérons un homomorphisme 7: k(Amj)—»Q’.
de k(Amj) dans une cloture séparable de ce corps. On appelle fensélisé strict de A relatif

r
aux #; et 'on note A (lorsqu’il n’en résulte pas de confusion) le produit il;l1 (h*(Amj))

des hensélisés stricts des anneaux locaux Amj relativement aux homomorphismes z.
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C’est donc, en vertu de (18.8.8), un A-module fidélement plat et une A-algébre semi-
locale dont les idéaux maximaux sont les m;.™A et le radical T."*A (si t désigne le
radical de A). Enfin, la propriété universelle (18.8.8, (ii)) subsiste en remplagant
« homomorphisme local » par « homomorphisme semi-local » (18.6.7), et en rempla-
gant Q par I;IQj.

Proposition (18.8.10). — Sotent A un anneau semi-local, B une A-algébre finie.
Sotent n; (1<j<r) les idéaux maximaux de B. Alors il y a, pour chaque j, un idéal maximal q;
de B®,(™A) au-dessus de n;, tel que "B soit isomorphe au composé direct des anneaux locaux
(B®, (*A))q; (1<5<7).

On peut évidemment se borner au cas oit A est local, en remplacant A par Amj,
ou m; est I'idéal maximal de A image réciproque de n;. Posons d’autre part C:an.;
en vertu de la définition de "B (18.8.1), tout revient & voir que ®C est C-isomorphe
a (C®,(™A)),, ot q est un des idéaux maximaux de C®,(™A). Soient £ et K les
corps résiduels de A et C, Q celui de ™A, qui est par définition une cldture séparable
de £; comme K est une extension finie de £, on peut supposer K et Q contenus dans une
méme cloture algébrique de k; il est alors immédiat que K®,Q est composé direct
d’un nombre fini de corps, tous isomorphes a la cléture séparable KQ de K. D’autre
part, 'anneau ™A étant hensélien, C®, (*A) est composé direct des anneaux locaux
(C®, (MA))g;» Ot @; (1<i<s) parcourt les idéaux maximaux de C®, (*A), et ces anneaux
locaux sont henséliens (18.5.10) et ont KQ pour corps résiduel, donc sont strictement
locaux (18.8.1). Posons pour abréger C'=C®, (*A) et C;=C, qui est donc un
anneau quotient de C’; soient f:C—C', g:"™A—-C’, ¢,: C'—C; les applications
canoniques.

I

A — 1A

Soit »: C—"C P’homomorphisme canonique; il existe un homomorphisme
local et un seul u : ™A —"C qui, par passage aux quotients, donne I'injection canonique
Q—>KQ et tel que le composé A — C —>"C soit égal au composé A —"A >mC (18.8.8);
donc il existe un unique homomorphisme local w, : C'—"C tel que wyog=u, wyof =0,

et puisque ™C est un anneau local, cet homomorphisme se factorise en C’ 5 C; hle
pour un indice ¢ bien déterminé, w étant un homomorphisme local. D’autre part,
Panneau C; étant strictement local, il existe un homomorphisme local w’ :"C—C;
qui, par passage aux quotients, donne 'automorphisme identique de KQ et qui cst
tel que w'ov=g;0f (18.8.8). On déduit d’abord de 14 que wow’ est un endomorphisme
de *C qui, par passage aux quotients, donne ’automorphisme identique de KQ, donc est
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I'identité (18.8.8). D’autre part, on a w’owogq,of =w’ov=g,of, et w'owop,0g=w’ou=q,0g;
d’ot w'owoq;=¢;, autrement dit w'ow est I’automorphisme identique de C;. C.Q_.F.D.
Remarque (x8.8.11). — La démonstration de (18.8.10) utilise le fait que B est
entiére sur A, mais n’utilise le fait que B est une A-algebre finie, que pour établir que
K®,Q est composé direct d’'un nombre fini de corps. Or, cette derniére propriété est
encore vérifiée lorsque I'on suppose que B est une A-algébre entiére semi-locale dont les
idéaux maximaux 1; ont des corps résiduels de degrés séparables [k(n;) : k], fims.

Proposition (18.8.12). — Soit A un anneau semi-local.

(i) Pour que ™A soit réduit (resp. normal), il faut et il suffit que A le soit.

(i) Supposons A noethérien. Alors, pour tout idéal premier p de A, Panneau (PA),[p.(*A),
est composé direct d’un nombre fini d’extensions algébriques séparables de k(p) (ce qui entraine
que les fibres du morphisme canonique Spec(**A) — Spec(A) sont géométriquement régu-
lieres et sont des espaces discrets).

Corollaire (18.8.13). — Soit A un anneau local noethérien. Pour que ™A posséde une des
propriéiés suivanies :

a) étre un anneau de Cohen-Macaulay (0, 16.5.3);

b) vérifier la condition (S,) (5.7.3);

c) étre régulier s

d) vérifier la condition (R,) (5.8.2);

il faut et il suffit que A posséde cette méme propriété.

Corollaire (18.8.x4). — Soit A un anneau semi-local noethérien. Pour qu’un idéal premier p
de ™A appartienne @ Ass(™A), il faut et il suffit que PNA appartienne & Ass(A).

Les démonstrations sont les mémes que celles de (18.6.9), (18.6.10) et (18.6.11)
respectivement.

Proposition (x8.8.15). — Soit A un anneau local ; les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) A est géoméiriquement unibranche (vesp. réduit et géométriquement unibranche).

b) Pour toute A-algébre locale essenticllement étale A’, Spec(A’) est irréductible (resp.
intégre).

c) Spec(®A) est irréductible (resp. intégre).

On se raméne comme dans (18.6.12) au cas ol A est réduit, en utilisant la relation
M(AL)=MA)®, A, (18.8.11), et Péquivalence de &) et ¢) se prouve comme
dans (18.6.12); il en est de méme du fait que @) entraine ¢), en tenant compte
de (18.8.11) et de la définition d’un anneau local intégre géométriquement unibranche.
Enfin, pour démontrer que ¢) entraine @), gardons les mémes notations que dans
(18.6.12); il s’agit encore de voir que *B est intégre. Mais, par (18.8.10), *B est un
anneau localisé de I’anneau semi-local B®,(®A), qui s’identifie encore par platitude
3 un sous-anneau du corps L, donc est intégre; il en est par suite de méme de *B, ce
qui achéve la démonstration.

Corollaire (18.8.16). — Soit A un anneau local hensélien (vesp. strictement local). Pour
que A soit unibranche (resp. géométriquement unibranche), il faut et il suffit que Spec(A) soit
irréductible.
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Proposition (x8.8.17). — Soit A un anneau local noethérien. Si A est universellement
caténaire, il en est de méme de MA.

La démonstration est la méme que celle de (18.7.5).

Proposition (18.8.18). — (i) Toute limite inductive filtrante d’anneaux strictement locaux
(o les homomorphismes de transition sont locaux) est un anneau strictement local.

(ii) Le foncteur A~>"A dans la catégorie des anneaux locaux (o les morphismes sont
les homomorphismes locaux) commute aux limites inductives filtrantes.

(i) Tout anneau strictement local A est limite inductive d’un systéme inductif filtrant d’ anneaux
strictement locaux noethériens (les homomorphismes de transition étant locaux).

Les démonstrations sont calquées sur celles de (18.6.14).

18.9. Fibres formelles des anneaux noethériens henséliens.

Théoréme (x8.9.x). — Soit A un anneau local noethérien hensélien, dont les fibres formelles
sont géométriquement normales. Alors les fibres formelles de A sont géométriquement intégres (donc
géométriquement connexes).

Les deux assertions de I’énoncé sont en fait équivalentes, un préschéma localement
noethérien connexe et normal étant intégre. Comme toute A-algébre intégre finie
est un anneau local hensélien (18.5.9 et 18.5.10), il résulte de (7.3.16.2) que 'on
est ramené & prouver que si ’on suppose de plus A intégre, alors la fibre du morphisme
Spec(A) — Spec(A) au point générique de Spec(A) est intégre, ce qui résulte du

Corollaire (18.9.2). — Soit A un anneau local noethérien hensélien intégre, dont les fibres
formelles sont géométriquement normales. Alors A st wntégre.

En effet, il résulte de (18.8.16) que A est unibranche, donc le théoréme résulte
de ’hypothese faite sur les fibres formelles de A et de (7.6.3).

Corollaire (18.9.3). — Sous les hypothéses de (18.9.2), le corps des fractions L de A
est une extension séparable du corps des fractions K de A, et K est algébriquement fermé dans L.

Cela résulte de ce que la fibre du morphisme Spec(A) — Spec(A) au point géné-
rique de Spec(A) est géométriquement inteégre et de (4.3.2) et (4.3.5).

Corollaire (18.9.4). — Soit A un anneau local noethérien, hensélien et dont les fibres formelles
sont géoméiriquement normales (par exemple un anneau local noethérien hensélien et
excellent), et posons A'=A. Soient X un A-préschéma, X'=X®,A" g:X'>X la projection
canonique. Alors Papplication U->g=*(U) est une bijection de Pensemble des pariies & la fois
ouvertes et fermées de X sur Pensemble des parties & la fois ouvertes et fermées de X',

Comme g est un morphisme fidélement plat et quasi-compact, on sait (2.3.12)
que la topologie de X est quotient de celle de X’ par la relation d’équivalence définie
par f. Tout revient donc a voir qu’une partie ouverte et fermée U’ de X’ est saturée pour
cette relation. Or, comme le morphisme Spec(A’) — Spec(A) a ses fibres géométrique-
ment connexes (18.9.1), les fibres de g sont connexes, d’ot aussitét notre assertion.

En particulier, si X est localement connexe (ce qui sera le cas si X est localement
noethérien), alors, pour toute composante connexe U de X (qui est ouverte et fermée
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dans X), g7*(U) est connexe (Bourbaki, Top. gén., chap. Ier, ge éd., § 11, n° 3, prop. 7).
Si T'on désigne par my(X) l’ensemble des composantes connexes de X, Papplication
(X') = mp(X) déduite canoniquement de g est donc bijective.

Corollaire (x8.9.5). — Sous les hypothéses de (18.9.4), le foncteur

(x8.9.5.1) Z~~>7®,A’

de la catégorie des préschémas étales sur X, dans celle des préschémas étales sur X', est pleinement
Sfidéle.

Soient Z,, Z, deux préschémas étales sur X, et posons Z;=Z®,A’ (i=1, 2);
il s’agit de prouver que tout X’'-morphisme Z{-—>Z, provient, par changement de base,
d’un X-morphisme unique Z,—Z,. Supposons d’abord que Z, soit séparé sur X; alors,
comme Homy(Z,, Z,) s’identifie & T'((Z, XxZ,)|Z,), et que Z,xxZ, est étale et séparé
sur Z;, Homg(Z,, Z,) s’identifie fonctoriellement, en vertu de (17.9.3), a ’ensemble
des parties ouvertes et fermées U de Z, XxZ, telles que la restriction & U de la projec-
tion p:Z,XxZy—>7Z, soit un morphisme surjectif et radiciel. L’assertion résulte donc
dans le cas considéré de (18.9.4) et de ce que Z{Xx Zy=(Z;XxZ,)®, A’

Passons au cas général : il suffira de prouver que le graphe I'" d’un X’-morphisme
Z,—~7Z, qui est ouvert (17.9.3) dans Z;Xx Z, est de la forme I'®,A’, ou I' est induit
sur une partie ouvertede Z=17Z,xx7Z,. En effet, la restriction & I" de la projection p:Z—~Z,
est alors un isomorphisme, car par changement de base A—A’ cette restriction devient
I'isomorphisme restriction a I de la projection p’':Z'—Z; (avec Z'=Z®,A’), etil
suffit d’appliquer (2.7.1, (viii)); la conclusion résulte alors de la caractérisation des
graphes de morphismes (I, 5.3).

Si ¢:Z'—7Z est la projection canonique, pour prouver que IV est de la forme
g YT, ou T' est ouvert dans Z, il suffit, puisque ¢ est un morphisme fidélement plat
et quasi-compact, de prouver qu’il existe un ensemble UcZ tel que I"=g¢"!(U)
(2.3.12). Posons Z"=7Z'x;Z'=7ZxxX", ou X"=X'XxX’, et soient ¢,:Z"—>Z’,
gs 1 Z""—1Z' les projections canoniques. Appliquant (4.5.19.1), il suffit de montrer
que g7 YI")=g¢;'(I"). Mais c’est une propriété qui est vraie si et seulement si elle
Pest apres chaque changement de base Spec(k(x))->X, ol x parcourt X. Autrement
dit, il suffit de prouver le corollaire lorsque X est le spectre d’un corps; mais comme tout
X-préschéma étale est alors automatiquement séparé sur X (17.6.2, ¢’)), on est ramené
au cas envisagé au début de la démonstration.

Remarques (18.9.6). — (i) Il est possible que, si le corps résiduel de A est de carac-
téristique o, le foncteur (18.9.5.1) induise méme une éguivalence de la catégorie des
revétements étales de X et de la catégorie des revétements étales de X'. On peut en tout
cas le démontrer lorsque A est excellent, en utilisant la résolution des singularités de
Hironaka (M. Artin). Il est plausible que I’énoncé analogue soit encore vrai sans restric-
tion sur la caractéristique du corps résiduel, & condition de se borner aux revétements
« galoisiens principaux » dont le groupe est d’ordre premier & la caractéristique rési-

duelle (cf. [41]).
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(i1) On ignore si les fibres formelles de A sont géométriquement connexes (voire
géométriquement irréductibles) lorsque A est un anneau local hensélien quelconque.
11 suffirait que, pour tout anneau local noethérien, hensélien et intégre A, Spec(A) soit
irréductible. On ignore s’il en est toujours ainsi.

(iii) On ignore si lorsque A est un anneau local excellent, son hensélisé strict *A
est excellent. On peut voir que, pour élucider cette question, on peut se ramener au
cas ou A=£[[T,, ..., T,]], % étant un corps de caractéristique p>o. Compte tenu
de (18.8.17%), la question est de savoir si les fibres formelles de A sont géométriquement
régulieres. La réponse est affirmative lorsque n=1, mais n’est pas connue pour n=2.
On peut montrer que la réponse est affirmative chaque fois que, pour tout schéma Y,
fini sur Y==Spec(A), on peut résoudre les singularités de Y, (7.9.1).

L’assertion de connexité faite dans (18.9.1) se généralise de la facon suivante :

Théoréme (18.9.7%). — Sotent A, B deux anneaux locaux noethériens, o :A—B un
homomorphisme local, f:Spec(B)=X — Spec(A)=Y le morphisme correspondant. Supposons
vérifices les conditions suivantes :

(1) fest plat et toutes les fibres X, =f""(y) (p€Y) sont géométriquement réduites (4.6.2).

(i1) Ou bien lanncau A est géométriquement unibranche (0, 23.2.1), ou bien lanneau A
est unibranche (0, 2g.2.1) et k(B) est une extension primaire (4.3.1) de k(A).

Alors, si m est le point générique de Y, X, est connexe, et pour toute partie fermée T de X
telle que f(T) soit rare dans Y, X —T est connexe.

Les deux conclusions énoncées sont en fait équivalentes; en effet, I’hypothése

que f(T) est rare entraine que f(T) ne contient pas 7; d’autre part, comme {n} est
proconstructible (1.9.6) et que f est plat, X, est dense dans X (2.3.10), et par suite
si X,, est connexe, il en est de méme de X —T qui le contient. Inversement, lorsque U
parcourt P’ensemble des voisinages ouverts affines de n dans Y, X, est limite projective
des sous-préschémas induits sur les ouverts f~'(U) de X (8.1.2, a)); si 'on suppose
que X—T est connexe pour toute partie fermée T de X telle que f(T) soit rare dans Y,
les f~*(U) sont connexes, donc il en est de méme de X, (8.4.1).

Montrons d’abord qu’on peut se limiter au cas ou A est integre et Y= Spec(A)
géométriquement unibranche (6.15.1) (ce qui implique que A est géométriquement
unibranche, mais n’est pas équivalent & cette condition (6.15.2)). Il est clair qu’on
peut d’abord supposer Y réduit, en considérant le morphisme X XyY, 43— Y 4, déduit
de f par changement de base, qui est plat, et a mémes fibres que f. On peut donc
supposer A intégre et unibranche; si K est le corps des fractions de A, il existe alors
une sous-A-algébre finie A" de K telle que, si A’ est la cléture intégrale de A, le
morphisme Spec(A’) — Spec(A’’) soit radiciel (0, 23.2.5); on en conclut (6.15.5)
que Spec(A") est géoméiriquement unibranche. Comme A est unibranche, A’ est un anneau
local, donc il en est de méme de A”’; montrons que Panneau B"=B®, A" est aussi un
anneau local. En effet, B' est une B-algébre finie, donc un anneau semi-local noethérien;
si £” est le corps résiduel de A", les idéaux maximaux de B’ sont les points de Spec(B"’)
au-dessus du point fermé de Spec(B), donc les points de Spec(k(B)®, k") (I, 3.4.9)
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puisque le point fermé de Spec(A”) est le seul point au-dessus du point fermé
de Spec(A). Or, lorsque A est géométriquement unibranche, £’ est une extension
radicielle de k(A), donc Spec(k(B)®y k") est radiciel sur Spec(k(B)) et ne
comprend donc qu’un seul point. Lorsque A est unibranche et k(B) extension primaire
de E(A), Spec(k(B)®, k") est irréductible (4.3.2) et comme c’est un espace fini
et discret (I, 6.4.4) il est encore réduit a un point, ce qui montre que dans les deux
cas envisagés B’ est local. Si Y''=Spec(A"), X""=Spec(B")=XXxyY", le morphisme
S =t X'=>Y" est plat et a ses fibres géométriquement réduites; en outre, si %"
est le point générique de Y, k(n'')=Ik(n)=K par définition, donc les fibres X, et X7,
sont isomorphes. Il suffit donc de prouver que X est connexe.

Remarque (18.9.7.1). — Lorsque 'anneau A est japonais, on peut, dans ce qui
précede, prendre A=A’ par définition (0, 23.1.1); on voit donc que dans ce cas
on serait méme ramené a prouver le théoréme lorsque A est intégralement clos.

(x8.9.7.2) Supposons donc désormais que Y soit intégre et géométriquement
unibranche. Notons que si T est une partie fermée de X telle que f(T) soit rare dans Y,
T ne contient aucun point maximal de X puisque f est plat (2.3.4), donc est rare dans X;
comme X est un schéma local, donc connexe, pour prouver que X—T est connexe,
il suffit, en vertu de (15.5.6.1) de montrer que pour tout xeX tel que f(x)%,
Spec(Ox ,)—{x} est connexe. Posons y=f(x), A;=0,, B,=0x,, Y,=Spec(A,),
X,=Spec(B,), f;:X;—Y; le morphisme correspondant a I’homomorphisme local
A;—B; déduit de p; il est clair que f; est plat, et il résulte de (4.6.1) que ses fibres
sont géométriquement réduites; en outre A, est intégre et géométriquement unibranche
(6.15.1) et dim(A;)>1. On est ainsi ramené a prouver le

Lemme (18.9.7.3). — Sotent A, B deux anneaux locaux noethériens, Y= Spec(A),
X =Spec(B), ¢ : A—>B un homomorphisme local, f:X—Y le morphisme correspondant. On
suppose vérifiées les conditions suivantes :

(i) f est plat et toutes les fibres X, (yeY) sont géométriquement réduites.

(11) A est intégre, géométriquement unibranche et dim(A)> 1.

Alors, si b est le point fermé de X, X—{b} est connexe.

Notons d’abord qu’en vertu du théoréme de Hartshorne (5.10.7), X—{b} est
connexe si 'on a prof(B)>2. Orona (6.3.1)

(x8.9.7.4) prof(B) = prof(A) + prof(B®, k)

en désignant par & le corps résiduel de A. D’autre part, puisque A est intégre et
dim(A)>1, on a prof(A)>1, donc prof(B)>2 sauf lorsque prof(B®,k)=o0; d’ailleurs
B®,k est réduit par (i), donc la relation prof(B®,%)=o signifie que B®,k est un
corps (0, 16.4.7). On supposera donc désormais que cette derniére condition est vérifiée.
On commencera par traiter un cas ol la démonstration est trés simple.

A) Cas ot A est intégralement clos. Alors, si dim(A)>2, on a prof(A)>2 (0, 16.5.1),
donc prof(B)>2. On n’a donc qu’a considérer le cas ol dim(A)=1 et ot B®, % est
un corps; A est alors un anneau de valuation discréte, donc régulier, et puisque B®, £
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est un corps et que f est plat, B est régulier (0, 17.3.3); mais en outre (6.1.1.1), on a
dim(B) =dim(A) + dim(B®, /) =dim(A) =1, donc B est aussi un anneau de valuation
discréte. Mais alors X—{4} est réduit & un seul point, d’ott le lemme (18.9.7.3)
dans ce cas.

On observera que cela prouve I’énoncé du théoréeme (18.9.7) lorsqu’on suppose
en outre que, dans cet énoncé, Panneau A est japonais, car en vertu de la remarque
(18.9.7.1), on est ramené au cas ol A est intégralement clos, et alors, dans la réduction
qui précéde (18.9.7.3), anneau A,;=0y, est lui aussi intégralement clos et on peut
appliquer le résultat qui vient d’étre démontré.

B) Cas ot dim(A)>2. Le résultat de (18.9.7.3) résultera alors des deux lemmes
suivants :

Lemme (18.9.7.5). — Sotent A un anneau semi-local noethérien et réduit, A’ sa _fermeture
intégrale dans son anneau total des fractions, X =Spec(A), X'=_Spec(A’); soient S Pensemble
des points fermés de X et U =X —S. Supposons que pour tout point x'cX’' au-dessus d’un point
de S, on ait dim(Ox, ,)>2; alors Panneau AV =T(U, Ox) est entier sur A et est une A-algébre
isomorphe & une sous-algébre de A’.

Rappelons que si p; (1<i<m) sont les idéaux minimaux de A, A’ est le composé
direct des clotures intégrales A; des anneaux integres A,=A/p;, de sorte que X'
est la somme des schémas X;=Spec(A;). Si X, est la somme des schémas
X;=3Spec(4;) (1<i<m) et U, I'image réciproque de U dans X, ’homomorphisme
canonique I'(U, Ox) — I'(U,, Ox,) est injectif puisque X est réduit et le morphisme
Xy,—X (donc aussi le morphisme U,~—>U) surjectif. Comme I'(U,, O ) est composé
direct des I'(U,, O,) (1<i<m), out U; est 'image réciproque de U dans X;, tout
revient & prouver que pour chaque i, I'(U;, 0x,) est isomorphe a une sous-A;-algebre
de A;. Autrement dit, on est ramené au cas out A est un anneau semi-local noethérien
intégre. Comme X est réduit et le morphisme X’'—X surjectif, ’homomorphisme
I'(U, 0x) ->T'(U’, O) (ot U’ est 'image réciproque de U dans X’) est injectif, et tout
revient a voir que ’homomorphisme canonique A'=T'(X’, Ox) — I'(U’, Ox) est bijectif.
Or (I, 8.2.1.1), I'(U’, Ox) est l'intersection des anneaux locaux Aj,, ot p’ parcourt U’,
et en vertu de ’hypothése, parmi ces anneaux locaux figurent tous ceux pour lesquels p’
est de hauteur 1. Mais le raisonnement de (0, 23.2.7) s’applique aussi & un anneau semi-
local intégre noethérien, donc A’ est un anneau de Krull semi-local, et est donc I'intersection
des anneaux locaux Ay, ol p’ parcourt ’ensemble des idéaux premiers de hauteur 1
de A’ (Bourbaki, Alg. comm., chap. VII, § 1, n® 6, th. 4}; a fortiori, A’ est 'intersection
des Ay, pour p’eU’, ce qui achéve la démonstration du lemme.

Remarque (18.9.7%7.6). — On sait (0, 23.2.5) qu’il existe une sous-A-algebre finie A"’
du corps des fractions K de A telle que le morphisme Spec(A’) — Spec(A"’) soit radiciel;
comme ce morphisme est aussi entier et dominant, donc surjectif (I, 6.1.10), c’est un
homéomorphisme (2.4.5). En vertu de Dinterprétation géométrique de dim(0Oy. ) (5.1.2),
on a donc, pour tout point x’ de X''=Spec(A”) au-dessus d’un point xeX,
dim(Ox. ,)=dim(0x: y)>2 si #' est Punique point de X' au-dessus de x. Cela
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étant, il résulte d’abord de (0, 16.1.5) et (0, 16.1.4.1) que la relation dim(0y, ,)>2
entraine dim(0x ,)>2. Inversement, supposons que dim(0x,)>2 et que A soit
universellement caténaire (5.6.2); alors il en est de méme de Oy, (5.6.3), donc
dim(Ox. ,») =dim(0x ,)>2 en vertu de (5.6.10) et on a donc alors dim(0x, .)>2.
La méme conclusion est valable si Ox , est géométriguement unibranche, car la fibre du
morphisme X’'—X au point x est alors réduite & un seul point, et 0. . est une
Oy, ,~algebre entiére; il suffit donc d’appliquer (0, 16.1.5).

Lemme (18.9.7.7). — Soient A un anneau local noethérien, de dimension >2, intégre et
géométriquement unibranche, Y= Spec(A), y le point fermé de Y. Soient X un préschéma locale-
ment noethérien et connexe, f : X —Y un morphisme plat. Alors, pour toute partie fermée T Cf~( ),
X—T est connexe. :

Le méme raisonnement qu’au début de (18.9.%.2) raméne & prouver que, pour tout
point xef~*(y), Spec(Cx,) —{x} est connexe. On peut donc se borner au cas ou
X =Spec(B), B étant un anneau local noethérien et ’homomorphisme A—B correspon-
dant a f étant local; posons U=Y —{»}, et notons que V=7"1(U) est dense dans X
(2.g.10); il suffit donc de prouver que V est connexe. Gardons les notations de (18.9.7.5),
et posons donc A =T'(U, 0y), Y, =Spec(A"), X, =X xyY,; = Spec(B®, AY), de sorte
qu'on a le diagramme commutatif

X <& X,

1L

Y- N

En vertu de (2.3.1) et de la définition de A™, on a un isomorphisme canonique
T(V, 0x) > B®, A, et il suffit donc de prouver que ce dernier anneau est local, un tel
anneau ne pouvant étre le produit de deux anneaux non réduits a2 o (IIL 7.8.6.1).
Mais on a vu (18.9.7.5) que A" est une sous-A-algébre de la cloture intégrale A’
de A, puisque dim(A)>2. L’hypothése que A est géométriquement unibranche entraine
que le morphisme Spec(A’) - Spec(A) est radiciel au point y (6.15.3); a fortiori
g:Y;—Y estradiciel au point y, et par suite g, est radiciel au point fermé x de X ; comme
en outre g, est un morphisme entier, les points fermés de X, sont au-dessus de x, donc il
n’existe qu’un seul point fermé de X, ce qui achéve la démonstration de (18.9.7.7).

Il est clair que (18.9.7.7) démontre (18.9.7.3) lorsque dim(A)>2 (méme sans
supposer les fibres X, géométriquement réduites).

C) Cas o2 dim(A)=1. On a vu au début de la preuve de (18.9.7.3) que I'on
peut supposer dim(B®,%)=o0, et par platitude (6.1.1.1), on a donc

dim(B) = dim(A) + dim(B®, k) = 1.

Puisque A est intégre, Y se compose de deux points, le point générique v et le point
fermé a. En outre, puisque f est plat, toute composante irréductible de X domine Y
(2.3.4), donc X—{b}, qui est I’ensemble des points maximaux & de X, est égal a
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Pensemble sous-jacent a £ ~'(n), et la fibre f~*(x) est somme des Spec(k(&;)). L’hypothése
sur les X, et le fait que ces fibres sont de dimension o, montrent qu’elles sont géométriquement
régulieres (6.7.6), et a fortior: géométriquement normales, autrement dit f est un morphisme
normal. Mais puisque A est intégre et géométriquement unibranche, il résulte alors de
(6.15.10) que B est intégre et géométriquement unibranche, donc f~'(n)=X—{b}
est réduit & un seul point, et a fortiori connexe; ceci termine donc la démonstration
de (18.9.7.3) et celle de (18.9.7).

Remarque (18.9.7.8). — Dans le cas C) de la démonstration de (18.9.7.3), on
peut éviter de faire appel au délicat résultat (6.15.10) en raisonnant de la facon
suivante : puisque A est intégre et de dimension 1, il résulte du théoréme de Krull-
Akizuki (Bourbaki, Alg. comm., chap. VII, § 2, n° 5, prop. 5) que sa cléture intégrale A’
est un anneau noethérien. Le méme raisonnement qu’au début de la démonstration
de (18.9.7) montre alors que B'=B®, A’ est un anneau local; en outre, par platitude,
B’ est contenu dans ’anneau total des fractions R de ’anneau réduit B (3.3.5). Or, le
raisonnement qui prouve le théoréme de Krull-Akizuki (Bourbaki, loc. cit.) s’applique
également a un anneau local noethérien réduit de dimension 1, et montre que pour un
tel anneau B, tout anneau compris entre B et son anneau total des fractions est noethérien.
L’anneau B’ étant un anneau local noethérien et le morphisme Spec(B’) — Spec(A’)
étant normal, B’ est un anneau intégre et intégralement clos (6.5.4), et on conclut
comme au début de la preuve de (18.9.7).

Corollaire (18.9.8). — Avec les notations de (18.9.7%), supposons vérifiée la condition (i)
de (18.9.7) et Pune des deux conditions suitvantes :

(ii') A est un anneau strictement local (18.8.2).

(ii") A est un anneau local hensélien et k(B) est une extension primaire de E(A).

Alors toutes les fibres X, (yeY) sont géométriquement connexes.

Soit p l'idéal premier de A correspondant au point », et posons A’=A/p et
B'=B®,A’=B/pB, qui sont évidemment des anneaux locaux noecthériens; il est
clair que le morphisme f’: Spec(B’) — Spec(A’) vérifie la condition (i) de (18.9.7);
comme y est le point générique de Spec(A’) et que Ek(A')=Ek(A), kE(B")=Ek(B), on
voit qu’il suffit de vérifier que, dans le cas (ii’) (resp. (ii"’)), A’ est géométriquement
unibranche (resp. unibranche). Mais A’ est inteégre, et dans le cas (ii’) (resp. (ii’"))
il est strictement local (resp. hensélien) en vertu de (18.5.10). On en conclut
que A’ est géométriquement unibranche (resp. unibranche) en vertu de (18.8.15)
(resp. (18.6.12)).

Corollaire (18.9.9). — Soit A un anneau local noethérien hensélien, universellement japonais
(i.e. ((7.6.4) et (7.7.2)), dont les fibres formelles (7.3 .13) sont géométriquement réduites) ;
alors les fibres formelles de A sont géométriquement connexes.

11 suffit d’appliquer (18.9.8) au cas ou B=A, puisque B est un A-module plat
et que k(B)=Ek(A).

Remarque (18.9.10). — Les démonstrations de (18.9.4) et (18.9.5) n’utilisent
que le fait que les fibres formelles de A sont géométriquement connexes. Les conclusions
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de ces deux propositions sont donc encore valables lorsqu’on suppose ’anneau local A
noethérien, hensélien et universellement japonais.

Corollaire (x8.9.x1). — Soient X, Y deux préschémas localement noethériens, Y étant supposé
géométriquement unibranche et X connexe. Soit f: X—>Y un morphisme réduit (i.e. (6.8.1) plat
et a fibres géométriquement réduites). Alors, pour toute partie fermée T de X telle que f(T)
soit rare dans Y, X—T est connexe.

Comme f est plat et que f(T), étant rare, ne peut contenir de point maximal de Y,
T ne peut contenir de point maximal de X (2.3.4), donc est rare dans X. Utilisant
(15.5.6.1), il suffit de montrer que, pour tout xeT, Spec(Cx ,)—{x} est connexe.
Posons y=f(x), qui n’est pas un point maximal de Y. Comme ’anncau Oy , est géomé-
triquement unibranche, on peut appliquer (18.9.7) au morphisme

J1 + Spec(Cx,,) - Spec(¥y,,),

qui vérifie les conditions (i) et (ii) de ce théoréme, et & la partie fermée {x} de Spec(0x ,),
puisque f;({x})={p} est rare dans Spec(0y ).

18.10. Préschémas étales sur un préschéma géométriquement unibranche
ou normal.

Théoréme (18.1@.x). — Sotent f: X—>Y un morphisme localement de présentation finie,
x un point de X, y=f(x). Supposons que Y soit intégre et géométriquement unibranche au point y.
Alors, pour que f soit étale au point x, il faut et il suffit que les deux conditions suivantes soient vérifiées :

(1) f est non ramifié au point x ;

(ii) Lhomomorphisme Oy ,—0Ox , est injectf.

De plus, s’il en est ainst, X est intégre et géométriquement unibranche au point x.

Enfin, si Oy, est noethérien, on peut, dans le critére précédent, remplacer la condition (ii)
par la condition

(ii bis) On a dim Oy ,<dim O ,.

Le fait que, si fest étale, X soit intégre et géométriquement unibranche au point x
est un cas particulier de (17.5.7). Il est clair d’autre part que les conditions (i) et (ii)
sont nécessaires pour que f soit étale au point x, puisque Oy , est alors un Oy ,-module
fidelement plat (17.6.1). Prouvons que ces conditions sont suffisantes.

Posons A=0y ,, A’="A (18.8.7), Y'=Spec(A"), X'=XXyY’, f'=fy : X'>Y"
Soient »’ le point fermé de Y’, " un point de X’ au-dessus de x et de »'; puisque le mor-
phisme g:Y' —Y est plat (18.8.8), tout revient & voir que f' est étale au point ¥’
(17.7.1, (ii)). L’hypothese (ii) entraine que le morphisme Spec(C0 ,) — Spec(Oy,,) est
dominant (I, 1.2.7); comme Oy , est intégre, Spec(0y ,) a un seul point générique yy,
et il y a donc une générisation x, de ¥ dans X au-dessus de y;. Le morphisme projection
X'—=X étant plat, il existe une générisation x; de x' au-dessus de x, (2.8.4); posons
Yi=f'(x1); on a par suite g(y;)=y,. Or, I’hypothése sur y entraine que A’ est intégre
(18.8.15), donc Y’ a un seul point générique v, nécessairement au-dessus de y, puisque g
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est plat (2.3.4); d’autre part, » est aussi point générique de g~1(y;) (01, 2.1.8), et on
sait par ailleurs que les fibres de g sont des espaces discrets (18.8.12), donc g~ '(y;)={n},
et par suite y;=v. Le morphisme Spec(0x ) — Spec(Oy. ,) restriction de f” est
donc dominant, et puisque 0Oy, ,=A’ est intégre, ’homomorphisme correspondant
Oy, ,—>0x: . est injectif (I, 1.2.7). D’autre part, f' est non ramifié au point x’,
(donc (18.8.3, d)), il y a un voisinage U de #’ dans X’ tel que f'|U soit une immersion
Jermée de U dans Y'; a fortiori 'homomorphisme Oy, ,,—0y, .. est surjectif, et puisqu’il
est injectif, il est byjectif. Mais alors Oy, ,» est un Oy, ,-module plat, et f' est donc étale
au point &’ (17.6.1). ,

Enfin, lorsque 0Oy , est noethérien, on sait que si f est étale au point #, on a
dim Oy ,=dim Oy , (17.6.4). Réciproquement, supposons vérifiées les conditions (i)
et (ii bis), et montrons qu’elles entrainent (ii). Soit § le noyau de I’homomorphisme
canonique Oy ,—Cx ,; restreignant au besoin Y & un voisinage de y, on peut supposer
que J=_4,, ou # est un Idéal de Oy; si Y, est le sous-préschéma fermé de Y défini
par _#, on peut, en restreignant encore au besoin X et Y & des voisinages de x et
respectivement, supposer que f se factorise en X n Y, >Y (I,6.5.1). Il est clair que f;
est encore non ramifié au point x, donc (17.4.1) quasi-fini en ce point; la démons-
tration de (5.4.1, (i)) prouve alors que Pon a dim(l ,)<dim(0y,,/J). Mais si 'on
avait J+o0, on en conclurait que dim(0y ,/J)<dim(0y,) puisque Y est intégre
(0, 16.1.2.2); on aurait par suite dim 0 ,<dim 0y, contrairement a I'hypothese,
ce qui prouve (ii).

Remarques (18.10.2). — (i) Lorsque A =0y, , est nocthérien, et que 'on sait que
son complété A est intégre (par exemple si A est régulier), on peut, dans la démonstration
précédente, remplacer A’ par A

(i) Lorsque Y est localement noethérien, on peut donner de (18.10. 1) une démons-
tration plus rapide, n’utilisant pas la hensélisation stricte, mais faisant intervenir les
résultats assez délicats des §§ 14 et 15. Comme f est quasi-fini au point x par hypothese
(17.4.1), on peut, en remplagant X par un voisinage ouvert de x, supposer que
S~ (»)={x}. L’hypothése (ii) entraine, comme on I’a vu, 'existence d’une composante
irréductible Z de X contenant x et dominant 'unique composante irréductible Y, de Y
contenant ». Le morphisme f|Z étant quasi-fini au point x, donc équidimensionnel
en ce point (13.2.2), il résulte de Phypothése sur Y et du critére de Chevalley (14.4.4)
que g=f|Z est universellement ouvert au point . Par ailleurs puisque f (donc aussi g)
est non ramifié au point x, g ~*() est géométriquement réduit sur k(y) (17.4.1); comme
Oy, , est intégre, on conclut de (15.2.3) que g est plat au point x, donc f est dlale en ce
point (18.4.9).

(iii) Les notations et les hypoth&ses sur Y étant celles de (18.10.1), supposons
seulement que f soit localement de type fini (et non nécessairement localement de présen-
tation finie). Alors, pour que Oy, soit une Oy -algebre essentiellement étale (18.6.1),
il faut et il suffit que f vérifie les deux conditions suivantes :
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10 f est formellement non ramifié au point x ;

20 Phomomorphisme Oy ,—0Ox , est injectif.

Il n’y a encore a prouver que la suffisance de ces conditions. Tenant compte
de (18.4.12), il suffit de montrer que f est plat au point x. Or, en reprenant la démons-
tration de (18.10.1) et les notations utilisées dans cette démonstration, il suffit de montrer
que f’ est plat au point #’ (2.5.1); par ailleurs f” est formellement non ramifié au point x’
(17.1.3); on peut donc se borner a faire la démonstration lorsque Y= Spec(A), ou A
est strictement local et y=f(x) le point fermé de Y. Utilisant alors (18.8.3) on voit que
I’homomorphisme 0Oy ,—0x , est surjectif, donc byjectif en vertu de 'hypothése, et cela
suffit 2 montrer la platitude de f au point x.

Supposons de plus que Y soit localement intégre au point y (I, 2.1.8). Alors les condi-
tions 1° et 2° précédentes (jointe au fait que Y est géométriquement unibranche au point y
et flocalement de type fini) entrainent déja que f est étale au point x. En effet, cela résulte
de ce qui préceéde et de (18.4.13).

Corollaire (18.310.3). — Soient Y un préschéma intégre et géométriquement unibranche,
7 son point générique, X un préschéma connexe, f:X—>Y un morphisme localement de type fini
et tel que f~'(n) soit non vide. Alors, si f est formellement non ramifié, f est étale, et X est intégre
et géométriquement unibranche. :

11 résulte de I’hypothése et de (18.4.13) que f est étale en tous les points ou il
est plat, et en particulier aux points de f~'(), puisque @y.,=Fk(y) est un corps.
L’ensemble ouvert U des points de X ou f est étale est donc non vide. Montrons d’autre
part que pour tout xeU, ’homomorphisme Oy jy—>0x, . est injectif. Soit en effet s une
section de 0y au-dessus d’un voisinage ouvert de f(x), qu’on peut toujours supposer

étre Y lui-méme (la question étant locale sur X et Y), et supposons que son image

te(Y, f.(Ox)) =T'(X, Ox) ait un germe nul au point x, donc s’annule dans un voisinage
ouvert V de x; alors la restriction de ¢ & I'ouvert UnV+ est nulle; mais la restric-
tion f|(UnV) est étale, donc W=f(UnV) est ouvert dans Y et contient par suite
le point générique 7n; ’homomorphisme Oy ,—0x, étant injectif pour tout point
zef~'(n), P’hypothése que #/(UnV)=o0 entraine que s5,=o0, et comme Y est
intégre, cela entraine s=o0, d’ol notre assertion. Appliquant maintenant (18.10.2,
(iii)), on conclut que f est plat au point x, autrement dit xeU, et U est donc a
la fois ouvert et fermé dans X; comme il est non vide et que X est connexe, on
a U=X.

Notons maintenant que puisque f est étale, donc localement quasi-fini et que Y est
irréductible, les points maximaux de X appartiennent & f~!(v) (2.3.4) et pour tout xeX,
il y a un voisinage de x qui ne contient qu’un nombre fini de ces points maximaux;
autrement dit 'ensemble des composantes irréductibles de X est localement fini. Mais
par (18.10.1) X est intégre et géométriquement unibranche en tout point, donc tout
point de X n’appartient qu’a une seule composante irréductible, et puisque ces derniéres
forment un ensemble localement fini, elles sont ouvertes (et fermées) dans X; puisque X
est connexe, il est integre.
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Remarque (18.10.3.1). — Si f:X—>Y est localement de présentation finie,
dominant et quasi-compact, la fibre f~'(n) est non vide en vertu de (1.1.5). Par contre, si
Pon ne suppose pas f quasi-compact, f peut étre non ramifié et dominant sans que f soit étale
(en supposant toujours vérifiées les hypotheses de (18.10.3) pour X et Y). C’est ce que
montre ’exemple suivant : on prend pour Y le plan affine Spec(C[T, U]); on considére
d’autre part une famille (X)), de préschémas isomorphes a la droite affine Spec(C[T]),
et on forme le préschéma obtenu en « recollant » X,; et X,; ., au point —1 et X,
et X,;,, au point - 1. Définissons d’autre part f:X-—>Y comme étant égal sur X,
a limmersion fermée dont I'image est la droite d’équation y=gj, transformant le
point —1 en (2j—1, 2f) et le point 4 1 en (2j + 1, 2j) ; sur X, , ¢, f; est 'immersion fermée
dont 'image est la droite d’équation x=2j+ 1, transformant le point —1 en (274 1, 2f)
et le point —1 en (2j+ 1, 2] + 2). Il est clair que f est une immersion locale (donc est non
ramifié) et est dominant mais la fibre du point générique de Y est vide et f n’est pas étale.

Corollaire (18.10.4). — Sotent g:Y—>S, h:X->S deux morphismes localement de
présentation finie, f:X—>Y un S-morphisme, x un point de X, y=f(x), s=g(y)=~rh(x). On
suppose que h est plat au point x et g ~*(s) normal au point y. Alors, pour que f soit étale au point x,
il faut et il suffit que f soit non ramifié au point x et que dimyh™'(s)=dim,g " (s).

Les conditions sont nécessaires en vertu du fait que si f est étale au point #, il en
est de méme de f,:h~'(s) - g~ *(s), et la conclusion résulte alors de ce que f, est plat
et quasi-fini au point x (6.1.2). Inversement, si les conditions de ’énoncé sont vérifiées,
pour voir que f est étale au point x, il suffit, en vertu de (17.8.3) de voir que f, Pest.
On peut donc se borner au cas ot S est le spectre d’un corps. Il résulte alors de I’hypo-
thése dim, X =dim,Y et du fait que f est non ramifié¢ au point x que I'on a (par (5.2.3)
et (17.4.1)) dim Oy ,=dim Oy ,; puisque f est quasi-fini au point x et Oy , intégre,
on déduit de (0, 7.4.4) et (0, 16.3.10) que ’homomorphisme Oy ,—0x , est injectif;
il suffit alors pour conclure d’appliquer (18.10.1).

Corollaire (18.10.5). — Avec les notations de (18.10.4), on suppose que h est plat et
que g~ (s) est normal pour tout seS (ce qui sera par exemple le cas si g est lisse). Pour que f
soit une immersion ouverte, il faut et il suffit que f soit un monomorphisme et que, pour tout xeX,
on ait dimh~'(s)=dim,g"(s), on y=f(x) et s=g(y)="h(x).

On n’a a prouver que la suffisance des conditions; or, il résulte de (17.1.3) qu'un
monomorphisme localement de présentation finie est non ramifié, donc les hypothéses
entrainent que f est étale (18.10.4); on conclut alors par (17.9.1).

Lemme (18.10.6). — Soit f: X—>Y un morphisme plat et localement quasi-fini
(Erry;, 20).

(1) L’ensemble Max(X) des points maximaux de X est en correspondance biunivoque cano-

. , _1
nique avec I’ensemble yEI\I(_Iax - ).

(1) 8¢ Y est irréductible et de point générique v, Pensemble des composantes trréductibles
de X est en correspondance biunivoque canonique avec f ~1(v), et en particulier est fini si et seulement

st f7(n) est fini.
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(iii) 87 Pensemble des composantes irréductibles de Y est localement fini, il en est de méme
de Pensemble des composantes irréductibles de X, et en particulier X est localement connexe.

L’assertion (i) résulte aussitdt de (2.3.4) et (0;, 2.1.6) et du fait que les fibres
S~ () sont des ensembles discrets. II est clair que (ii) est un cas particulier de (i). Enfin,
pour prouver (iii), on peut, en vertu de (i), se borner au cas ou f est quasi-fini et ot Y
est irréductible (07, 2.1.6) et la conclusion résulte alors de (ii) et du fait que les fibres
de f sont des ensembles finis (II, 6.2.2).

Proposition (x8.10.7%7). — Soient Y un préschéma géométriquement unibranche et irréductible
(resp. intégre), f:X-—>Y un morphisme étale. Alors X est isomorphe @ une somme de préschémas
irréductibles (vesp. intégres) X,, o X parcourt la fibre f —*(v) du point générique v de Y. Les X,
sont géométriquement unibranches; si Y est normal, les X, sont normaux.

En effet, X est géométriquement unibranche (17.5.7), donc tout point de X
n’appartient qu’a une seule composante irréductible; en outre, en vertu de (18.10.6)
et (17.6.1) Pensemble des composantes irréductibles de X est localement fini, donc
(0, 2.1.6) ce sont les composantes connexes X, de X (Aef~1(y)), et X est somme des X,;
en vertude (17.5.7), si Y est intégre (resp. normal), les X, sont intégres (resp. normaux).

Proposition (x8.10.8). — Soient Y un préschéma normal et intégre, de point générique v,
K =EK(n) son corps de fonctions rationnelles, f : XY un morphisme étale. On suppose que f ~*(x)
est_finie et non vide, de sorte que le K-schéma f~'(n) est le spectre d’une K-algébre finie séparable L
composée directe d’un nombre fini de corps K, (1<i<n), extensions finies séparablesde K (17.6.2).
Soit Y’ la fermeture intégrale de Y dans L, isomorphe & la somme des fermetures mtegmles Y, de Y

dans les K; (I, 6.3.6). Alors le morphisme f se factorise d’une seule maniére en f: X Ly X4 Y,
tel que la restriction f, : f~'(n)—>g~*(n) soit Pisomorphisme canonique. En outre f' est un
isomorphisme local ; pour que f' soit une immersion ouverte, il faut et il suffit que [ soit séparé.

En vertu de (18.10.7), on peut se borner au cas ou X est intégre et normal,
L son corps de fonctions rationnelles, f étant dominant. L’existence et I'unicité de la facto-
risation considérée de f résultent alors de (II, 6.3.9). Comme ' est birationnel et locale-
ment quasi-fini, les derniéres assertions résultent de (8.12.10).

Corollaire (18.10.9). — Sous les hypotheses de (18.10.8), pour que f soit un morphisme
Sfini (autrement dit, pour que X soit un revétement étale de Y), il faut et il suffit que X soit
isomorphe a la fermeture intégrale Y' de Y dans L.

Si f est fini, Pinjection canonique j:X-—+Y’ (qui est une immersion ouverte)
est aussi un morphisme fini (IL, 6.1.5, (v)), donc un morphisme fermé (IL, 6.1.10),
et comme j(X) est dense dans Y’ par (18.10.8), on a j(X)=Y'. Inversement, comme Y
est normal et L composé direct d’extensions finies séparables de K, Y’ est fini sur Y
(Bourbaki, Alg. comm., chap. V, § 1, n° 6, cor. 1 de la prop. 18), d’ou le corollaire.

(18.10.10) Soient Y un préschéma normal et intégre, K=R(Y) son corps de
fonctions rationnelles. Nous dirons qu’une K-algébre de rang fini L est non ramifiée sur Y
si : 1° L est une K-algébre séparable, donc composée directe d’extensions finies sépa-
rables K; de K (1<i<n); 2° la fermeture intégrale Y’ de Y dans L (somme des pré-
schémas fermetures intégrales de Y dans les K;) est non ramifiée sur Y (ce qui, par (18.10.3),

161
21




162 A. GROTHENDIECK Chap. IV

équivaut a dire que Y’ est étale sur Y). Lorsque Y=Spec(A), ou A est un anneau intégre
et intégralement clos, K son corps des fractions, on dira encore (par abus de langage,
et lorsqu’une confusion avec la terminologie de (17.g.2, (ii)) n’est pas a craindre)
que L est non ramifiée sur A au lieu de « non ramifiée sur Y ».

Remarque (18.10.11). — Au lieu de dire que L est non ramifiée sur Y certains
auteurs disent aussi que L est « non ramifiée sur K »; nous nous garderons de suivre
cet usage qui préte a confusions.

On peut alors exprimer (18.10.9) sous la forme suivante :

Corollaire (x8.10.312). — Soient Y un préschéma normal et intégre, K =R(Y) son corps
de fonctions rationnelles. Alors le foncteur X-~>R(X) est une équivalence de la catégorie des revé-
tements étales de Y, et de la catégorie des K-algébres finies étales qui sont non ramifiées sur Y.
On obtient un foncteur quasi-inverse en faisant correspondre a toute K-algébre finie étale L, non
ramifiée sur Y, la fermeture intégrale Y' de Y dans L.

Proposition (18.10.13). — Sotent Y un préschéma normal et intégre, K=R(Y) son
corps de fonctions rationnelles.

(1) Le corps K est une K-algebre non ramifide sur Y.

(i) Soit L une extension finie de K, non ramifiée sur Y, et soit Z la fermeture intégrale
de Y dans L. Alors, st M est une L-algébre non ramifide sur Z, M est aussi une K-algébre non
ramifiée sur Y (« transitivité » de la non-ramification).

(111) Sozent Y' un préschéma normal et intégre, K’ son corps de jfonctions rationnelles,
g: Y'Y un morphisme dominant. Si L est une K-algébre non ramifiée sur Y, alors L®gK'
est une K'-algébre non ramifice sur Y' (propriété de « translation »). St de plus Y= Spec(A)
et Y'=Spec(A’) sont affines, et si G est la_fermeture intégrale de A dans L, alors C'=C®, A’
est la fermeture intégrale de A’ dans L®gK'.

L’assertion (i) est immédiate, Y étant par hypothése son propre normalisé dans K.
Pour prouver (ii), soit Z’ la fermeture intégrale de Z dans M, qui est par hypothése un
revétement étale de Z. Comme Z est étale et séparé sur Y, il en est de méme de Z’ (17.3.3)
qui est évidemment la fermeture intégrale de Y dans M. Comme M est une K-algebre
finie et séparable, il résulte de (18.10.10) que M est non ramifiée sur Y. Enfin, pour
démontrer (iii), notons que si Z est la fermeture intégrale de Y dans L, Z XY’ est étale
et séparé sur Y’ (17.5.3), fini sur Y’ puisque Z est fini sur Y, et admet pour anneau de
fonctions rationnelles L®;K’ (I, 3.4.9); comme Y’ est normal, il en est de méme
de ZxyY' (17.5.7), qui est donc la fermeture intégrale de Y’ dans L®xK’, ce qui
achéve la démonstration.

Corollaire (18.10.14). — Soient Y et Y' deux préschémas normaux et intégres, K, K’ leurs
corps de fonctions rationnelles respectifs, g :Y'—Y un morphisme dominant, de sorte que K' est une
extension de K. Soient L une extension _finie de K non ramifiée sur Y, L, une extension composée (Bour-
baki, Alg., chap. VIII, § 8, déf. 1) de L et de K'. Alors L, est une extension de K’ non ramifiée
sur Y'. St de plus Y =Spec(A), Y' =Spec(A’) sont affines, et si C est la_fermeture intégrale
de A dans L, alors le sous-anneau G, =A[C, A" de L, est la fermeture intégrale de A’ dans L.

En effet, L®gK’ est composée directe d’extensions finies séparables de K, et L;
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est I'une de ces extensions; donc la fermeture intégrale de Y dans L est somme de
préschémas dont 'un est la fermeture intégrale de Y dans L,. Le corollaire résulte donc
aussitot de (18.10.14).

Lorsque par exemple A est Panneau des entiers d’un corps de nombres algébriques K,
K’ et L des extensions algébriques de K, il y a des exemples classiques montrant que la
relation C;=A[C, A’] est en défaut lorsque L n’est pas non ramifiée sur A[ ].

(x8.10.15) Supposons que Y =Spec(A) soit affine, A étant integre et intégrale-
ment clos; soient K son corps des fractions, L. une extension finie séparable de K, et
supposons que la fermeture intégrale C de A dans L soit un A-module projectif de type
fini (ce qui sera par exemple le cas si A est un anneau de Dedekind (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. VII, § 4, n° 10, prop. 22)). Dire que L est non ramifiée sur A signifie que G est
étale (18.10.10) et en vertu de (18.2.%, (ii)), cela équivaut donc a dire que le discrimi-
nant dy, de Spec(C) sur Spec(A) est inversible dans A. Dans le cas particulier ou C est
un A-module libre et (x;);<;<, une base de G sur A, cela signifie que det(Trg, (%))
est inversible dans A.

Théoréme (18.310.16). — Soient Y un préschéma intégre, v son point générique, f:X—>Y
un morphisme séparé et localement de type fini. On suppose que toute composante irréductible de X
domine Y et que la fibre générique X, =f"1(v) estun préschéma fini sur K =k(v), donc (X,).a
est égal & Spec(L), oo L= l__IL,- est un produit d’extensions finies L, de K. On pose
n=[L:K]=2[L;: K], n,=2[L, : K], (somme des degrés séparables des L,).

Soit y un point géométriqliement unibranche de Y, ¢t désignons par n(y) la somme des
degrés séparables sur k(p) des corps résiduels des points isolés de f=(y). Alors :

(1) On a n(y)<n<n.

(i1) Supposons X réduit et le point y normal dans Y. Pour que n(p)=mn, il faut et il suffit
qu’tl existe un voisinage ouvert U de y dans 'Y tel que la restriction f~'(U)—U de f soit un mor-
phisme étale et fini.

A) Réduction au cas o f est quasi-fini. — On sait (13.1.4) que I'ensemble Z des
points xeX isolés dans f~!( f(x)) est ouvert dans X et par hypothése Z contient f~!(y).
Puisque f~'(7) est fini, Z est réunion filtrante croissante d’ouverts quasi-compacts V,
contenant f~!(v) (donc denses dans X par hypothése). Si n,(y) est la somme des degrés
séparables sur k() des corps résiduels des points de V,nf~(»), ona n(y)= sup n(9);
pour prouver (i), il suffira donc de montrer que n,(y)<n,. D’autre part, si n(y)=n,
il y a un indice A tel que 7,(y) =n. Supposons démontré qu’il existe alors un voisinage
ouvert U de » dans Y tel que la restriction V,nf~!'(U)—U de f soit un morphisme
étale et fini. Puisque f est séparé, injection canonique V,nf }(U)—f~1(U) est alors
aussi un morphisme fini (IL, 6.1.5, (v)), donc V,nf~*(U) est fermé dans f~!(U)
(I, 6.1.10); mais étant partout dense dans f~*(U), il lui est nécessairement égal.

B) Réduction au cas o X est réduit, f fini et Y =Spec(Oy ). — On notera que I’hypo-
thése sur f entraine qu’elle est aussi vérifiée pour f,4 et que la conclusion de (i) ne
concerne que f,,4. On peut donc remplacer partout f par f,,; et supposer donc X réduit.
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D’autre part, en vertu de (18.12.13) (*), on peut (aprés avoir remplacé Y par un voisi-

nage ouvert affine V de y et f par sa restriction f~!(V)—V) factoriser fen X->X'>Y,
ol g est fini et j une immersion ouverte. Puisque X est réduit, on peut remplacer X'
par le sous-préschéma fermé réduit d’espace sous-jacent j(X) (I, 5.2.2), donc supposer X'
réduit et tel que toute composante irréductible de X’ domine Y. En outre, j(X) est un
ouvert dense dans X’ et n’a qu’un nombre fini de composantes irréductibles en vertu de
I’hypothese; donc (0;, 1.2.7) les composantes irréductibles de X’ sont les adhérences
de celles de j(X), et par suite la fibre g~ (%) s’identifie & f~'(«). Si on suppose le théoréme
démontré lorsqu’en outre f est un morphisme fini, on pourra ’appliquer a g, et comme
JF7'(») s’identifie & un sous-préschéma de g~ '(y), la relation (i) pour g entraine la méme
relation pour f. Supposons d’autre part que n(y) =n; alors, en vertu de ce qui précede,
on peut appliquer la conclusion de (ii) au morphisme g, et en remplagant au besoin Y
par un voisinage ouvert de y, on peut supposer g étale, et il en est par suite de méme de f;
en outre, on a alors f~'(y) =g '(y). Comme le morphisme g est fermé et que j(X) est
ouvert dans X, il existe un voisinage U de y dans Y tel que j(X)ng='(U) =j(f~*(U)),
ce qui prouve que (ii) est vrai aussi pour f.

On est ainsi ramené au cas ol f est en outre un morphisme fini. Il est immédiat que,
pour prouver (i), on peut se borner au cas ot Y =Spec(@y,). Montrons qu’il en est
de méme pour prouver (ii). En effet, supposons prouvé que la condition n(yp)=rn entraine
que X XySpec(0y,) est étale et fini sur Spec(0y,); comme cela entraine que f est plat
et formellement non ramifié aux points de f~'(y), et que Y est intégre, on conclut
de (18.4.13) que f est étale aux points de f~'(y), donc aussi dans un voisinage ouvert V
de f~!(y) dans X; mais puisque f est un morphisme fini, donc fermé, V contient un ouvert
de la forme f~!(U), ou U est un voisinage ouvert de y dans Y.

C) Réduction au cas o 'Y = Spec(0y ,) et Oy, est strictement local. — Posons A =0y,
et soit A’="A le hensélisé strict de A (18.8.7), qui est un anneau local intégre et
géométriquement unibranche (18.8.16). Soit Y’=Spec(A’), et soient y' le point fermé
et 9’ le point générique de Y'; y’ est au-dessus de » et puisque le morphisme g:Y' =Y
est plat (18.8.8), ' est au-dessus de 7 (2.3.4). Posons X'=XxyY', f'=fy, : X'=>Y';
S est fini et puisque g est plat, toute composante irréductible de X’ domine Y’ (2.3.7).
Sin'(y"), n' et ng sont les nombres définis pour f’ de la méme fagon que (), n et n, pour f,
ona nm=mn, et n'(y)=n(y) (I, 6.4.8), et il revient donc au méme de prouver I’asser-
tion (i) de I’énoncé pour f ou pour f’. En outre, si X est réduit et y un point normal
de Y (donc A intégralement clos), alors A’ est intégralement clos (18.8.12). D’autre part
il résulte de la définition (18.8.7), de la remarque (8.1.2, a)) et du théoréme de la double
limite inductive, que A’ est limite inductive d’anneaux A, tels que les morphismes
Spec(A,) ~Spec(A) =Y soient étales; par suite X' est limite projectivedes X, =X®, A,
qui sont étales sur X, donc réduits puisque X l’est (17.5.7); par passage a la limite,

(1) Le lecteur vérifiera que (18.10.16) n’est pas utilisé dans la démonstration de (18.12.13). Si f est supposé
localement de présentation finie (resp. quasi-projectif), on peut remplacer (18.12.13) par (8.12.8) (resp. (8.12.6)).
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on en déduit que X' est réduit (8.7.1). Cela étant, si n(y)=n, on a n,=n et par suite
les corps résiduels aux points de X, sont nécessairement séparables sur k(7); les corps
résiduels aux points de X7, sont par suite algébriques et séparables sur k(') (4.6.1),
autrement dit n;=n"'=n, et on a donc en vertu de ce qui précede n'(y")=n’'. Le mor-
phisme f* a donc les mémes propriétés que f, et si ’on prouve que f’ est étale, il en résultera
que f est étale par (17.7.1).

D) Fin de la démonstration. — Supposons donc A strictement local. Puisque A est
hensélien et le morphisme f fini, il résulte de (18.5.11) que si x; (1<j<m) sont les points
distincts de f~*(y), X est somme des sous-préschémas ouverts Spec(@xyxj)sz, qui sont
donc les composantes connexes de X. Par hypothése, chacune d’elles domine Y, donc
rencontre £~ !(y), et par suite le nombre de points de f~!(v) est >m; a fortioriona n>m.
Mais puisque k() est séparablement clos et que les k(x;) sont algébriques sur k(y), ce
sont nécessairement des extensions radicielles de k(y), donc m=n(y), et cela prouve (i).
Supposons maintenant vérifiées les hypotheses de (ii) ; les relations z(y) =n,=n entrainent
d’abord, puisque toute composante irréductible de X domine Y, que chacun des X; est
irréductible; en outre, comme les X, sont réduits, ils sont intégres; enfin les relations m=n,=n
entrainent que pour le point générique &; de X;, k(&;) est une extension séparable de k(=)
de degré 1, donc isomorphe a k(v); autrement dit, la restriction f|X;:X;=Y de f
est un morphisme fini et birationnel; en outre, X; est intégre et par hypothése Y est normal;
donc (8.12.10.1) f|X; est un isomorphisme, ce qui prouve que f est étale, et termine la
démonstration de (18.10.16).

Remarque (18.310.17). — La méthode de « localisation étale » utilisée dans la
démonstration de (18.10.16) permet aussi d’améliorer les résultats de (15.5.1) en
éliminant I’hypothése noethérienne. On a tout d’abord le résultat suivant qui
généralise (15.5.2) :

(x8.10.17.1) Sotent f:X—>Y un morphisme séparé et quasi-fini, y un point de Y tel
que f soit universellement owvert aux points de f=*(p). Alors, pour toute générisation y' de », on a
n(y)<n(y’).

On peut remplacer Y par le sous-préschéma fermé réduit Z ayant pour espace
sous-jacent {y—’} et X par f~!(Z), donc supposer Y intégre de point générique »'. Utilisant
(18.12.13) comme dans (18.10.16, B)), on peut supposer que X est ouvert dense dans
un préschéma X' et que fest la restriction & X d’un morphisme fini g : X'—Y. Montrons
que Pon a g~*(y) =f"*(»). En effet, soit 7 : g~*(»") >X’' l'injection canonique, qui est
un morphisme plat puisque »' est point générique de Y (I, 3.6.5); on peut écrire
S7H(y)=1"YX). D’autre part, 'injection canonique j : X—+X’ est un morphisme de
type fini puisque le composé goj=f est de type fini et que g est séparé (1.5.4); donc X est
un ouvert rétrocompact dans X', et par suite est pro-constructible dans X' (1.9.5, (v)).
On conclut donc de (2.3.10) que Pona i~4(X) =7"*(X) autrement dit f~!(y’) est dense
dans g~ '(y"); mais comme g~ '(y’) est discret, on a nécessairement f~'(y’) =g *(y").

On est ainsi ramené a prouver que la somme des nombres [k(x) : k(y)], ol x par-
court I’ensemble des points de g7'(y) ol g est universellement ouvert, est au plus égale
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au nombre n(y") (pour le morphisme g). Utilisant ensuite le fait que la propriété d’étre
universellement ouvert en un point se conserve par changement de base, on montre,
comme dans (18.10.16, C)) que Pon peut se ramener au cas ot Y = Spec(0y,,), avec Oy,
strictement local. Alors, avec les notations de (18.10.16, D)), X est somme des sous-
préschémas ouverts X;= Spec(@x,xj), ol x; parcourt g~'(y); I’hypothése que g est
ouvert en un de ces points x; entraine que le sous-préschéma X; correspondant domine Y
(1.10.3); on termine comme dans (18.10.16, D)).

On tire ensuite de (18.10.17.1) que les conclusions de (15.5.1) sont encore valables
lorsqw’on ne suppose plus Y localement noethérien, mais seulement que f est séparé, quasi-fini et de
présentation finie.

En effet, pour prouver l'assertion (i) de (15.5.1), on remarque que, puisque f
est de présentation finie, I’ensemble E des points z€Y tels que z(z)>n(y) estlocalement
constructible (9.7.9); pour montrer que y est intérieur a E, il suffit, en vertu de (1.10.1),
de voir que toute générisation »' de y appartient a E, ce qui n’est autre que (18.10.17.1).

Pour prouver lassertion (ii) de (15.5.1), on peut, puisque f est de présentation
finie, utiliser (8.10.5, (xii)) appliqué suivant la méthode de (8.1.2, a)), et on peut donc
déja supposer que Y = Spec(@y,,). Appliquant ensuite (2.7.1, (vii)), on voit qu’on peut
par le changement de base fid¢lement plat Y'—Y, ou Y'=Spec(*0y,), supposer
que ’anneau Oy, est strictement local. Appliquant (18.5.11, ¢)), on voit alors que si
% (1<j<n) sont les points de f~'(y), X est somme de n sous-préschémas ouverts
X;=3Spec(lx,,,) qui sont Sfinis sur Y, et d’un préschéma ouvert X''. Si on prouve que
X" =4, on aura démontré que f est fini, donc propre. Or, les corps k(x;) étant des
extensions algébriques de (), sont radicielles, et par suite n(p) =n; comme f est ouvert
en chacun des points x;, X; domine Y (1.10.3), donc la restriction de f 4 X;, étant un
morphisme fini, est surjectif (IL, 6.1.10). L’hypothese que z~>n(z) est constant dans Y
entraine donc que X''nf —1(z) =0 pour tout zeY, c'est-a-dire X' =0.

Enfin, la preuve de (iii) reproduit sans changement celle donnée dans (15.5.1).

(x8.10.17.2) Par des méthodes analogues utilisant la hensélisation stricte, on peut,
dans la plupart des résultats des §§ 14 et 15, se débarrasser des hypothéses noethériennes.

Lemme (18.10.18). — Sotent X, Y deux préschémas, f:X—>Y un morphisme bira-
tionnel (1), x un point de X. Pour que f soit un isomorphisme local au point x, il faut et il suffit que f
soit étale au point x. Pour que f soit une immersion ouverte, il faut et il suffit que f soit étale et séparé.

Les conditions énoncées étant trivialement nécessaires, tout revient a voir qu’elles
sont suffisantes. Pour la premiére assertion, la question est locale sur X et Y, donc on
peut supposer f étale, X et Y affines, donc f séparé, et on est ramené a prouver la seconde
assertion. En vertu de (17.9.1), il s’agit de prouver que f est radiciel. Soit donc yeY et
prouvons que f~!(y) est radiciel sur k(). Le changement de base Spec(@y,)—Y ne
changeant pas le fait que f est étale, séparé et birationnel, on peut se borner au cas ou
Y =Spec(A), avec A=0y,. Soitalors A’="A, qui est un anneau local et un A-module

(1) Nous entendons par 13 la notion définie dans (6.15.4), mais olt on ne suppose pas X et Y réduits.
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fidélement plat (18.8.8), ’homomorphisme A—A’ étant local. Posons Y’ = Spec(A’),
X'=Xyy, f['=fyy: X'=Y’, de sorte que f’ est étale et séparé; en outre, comme le
morphisme Y'—Y est plat, le raisonnement de (6.15.4.1) montre que f’ est aussi
birationnel. Si y’ est le point fermé de Y’, il suffira, en vertu de (2.6.1, (v)), de prouver
que f'~(y') est radiciel sur k(y’); puisque f’ est étale, il suffira de prouver que f'~*(y’)
contient au plus un point (17.6.1, ¢')).

Supposons donc Y ==Spec(A), A étant strictement local, f séparé, étale et bira-
tionnel et montrons que /() ne peut contenir plus d’un point. En effet, s’il existait
dans f~'(y) deux points distincts x;, x,, il existerait deux Y-sections u;, u, de f telles que
u(p)==x; et uy(y)==x, (18.8.1); mais puisque f est étale et séparé, u, et u, seraient des
isomorphismes de Y sur deux composantes connexes (ouvertes) de X (17.9.4) et il y
aurait donc deux points maximaux au moins de X au-dessus de tout point maximal
de Y, ce qui contredit ’hypothése que f est birationnel.

Proposition (18.x0.19). — Soient Y un préschéma réduit dont Pensemble des composantes
irréductibles est localement fini, f:X—Y un morphisme séparé, localement de type fini et formelle-
ment non ramifié, g une Y-section rationnelle de f (i.e. une Y-application rationnelle de Y dans X),
U le domaine de définition de g (I, 7.2.1), et soit Z P’adhérence de g(U) dans X. Alors, pour tout
point yeY —U tel que Y soit géométriquement unibranche au point y, on a Z,=7Znf~'(y) =0.
En particulier, si Y est géométriquement unibranche, g(U) est une partie & la fois ouverte et fermée
de X. Si, pour toute partie fermée irréductible T de X, f(T) est fermé dans Y, g est définie en
tout point géométriquement unibranche de Y.

Puisque Y est réduit et f séparé, il résulte de (I, 7.2.2) qu’il existe une U-section u
de f~'(U) appartenant a la classe g; d’ailleurs (17.4.1.2), puisque f est formellement
non ramifié¢, » est un isomorphisme de U sur le préschéma induit sur Pouvert z(U) de X.
Si on note encore Z le sous-préschéma réduit de X ayant Z pour espace sous-jacent,
g(U)=u(U), étant réduit, est induit aussi par Z, donc la restriction f'=f|Z de f est
un morphisme birationnel de Z dans Y, d’ailleurs formellement non ramifié, puisque f
Pest (17.1.3). La question étant locale sur Y, puisque Y est réduit et géométriquement
unibranche (donc intégre) au point y, on peut se borner (en remplacant Y par un voisi-
nage ouvert de y) au cas ol Y est intégre; alors u(U) est irréductible, donc aussi Z, et par
suite Z est aussi intégre. Alors (I, 8.2.7) puisque f’ est dominant, Phomomorphisme
Oy, 0y, est injectif pour tout xeZ,, et on conclut de (18.10.2, (iii)) que f” est un
morphisme éfale; étant séparé et birationnel, c’est un isomorphisme local au point x
en vertu de (18.10.18); mais cela entrainerait que la U-section u serait prolongeable
a un ouvert distinct de U, contrairement 2 la définition de ce dernier. On a donc néces-
sairement Z,=(, ce qui établit la premiére assertion; la seconde en est une conséquence
évidente. En outre, sous les hypothéses de la derniére assertion de I’énoncé, comme Z
est fermé et irréductible, f(Z) est fermé dans Y, donc ¢gal a Y, i.e. on a Z,+© pour
tout yeY, ce qui achéve la démonstration.

Remarque (18.10.20). — Soit Y un préschéma localement noethérien. On dit
qu’un morphisme f:X—Y est essentiellement propre s’il est localement de type fini et si,
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pour tout Y-schéma de la forme Y’'=Spec(A) ol A est un anneau de valuation discréte,
Papplication canonique (II, 7.8.2.2) relative au Y’'-préschéma X XxyY’, est bijective.
Le raisonnement de (II, 7.3.8) prouve qu’il revient au méme de dire que f (supposé
localement de type fini) est séparé et que pour tout changement de base Y'Y, ou Y
est localement noethérien, I'image par fiy»: Xy,—=Y"” de toute partie fermée irréductible
de X" est fermée. Dire que f est propre (pour Y localement noethérien) signifie donc que f
est essentiellement propre et de type fini (I, 7.3.8); mais on rencontre des exemples importants
de morphismes essentiellement propres qui ne sont pas de type fini (par exemple certains
« préschémas de Picard » ou certains « préschémas de Néron-Severi » (chap. VI)). 11
résulte évidemment de (18.10.19) que si Y est localement noethérien, réduit et géoméiriquement
unibranche, et si le morphisme f: X—Y est essentiellement propre et non ramifié, alors toute
Y-section rationnelle de f est partout définie.

La proposition suivante généralise le critére (17.15.5) de lissité d’'un morphisme
X—Y lorsque Y n’est pas le spectre d’un corps :

Proposition (18.10.21). — Sotent f: X—Y un morphisme localement de présentation
Jinie, x un point de X, y=f(x) et supposons I’anneau Oy , intégre et géométriquement uni-
branche. Soit r le nombre minimum de générateurs du Og -module (Q%y), (égal au rang du
k(x)-espace vectoriel (Q%QY)ZC@@X (%)), Alors, pour que f soit lisse au point x, il faut et
il suffit que, st y' est le point ge’nériqu’e de Punique composante trréductible de Y contenant y, il existe
une générisation x' de x ltelle que f(x')=y' et dim,f~'(y")>r.

Si f est lisse au point #, il Pest aussi dans un voisinage ouvert U de x, donc en toute
générisation x’ de x et dim,,(f~!(f(x')))=r en chacun de ces points, en vertude (17.10.2).
Comme f est en outre plat dans U, il existe une générisation de x au-dessus de toute
générisation de y (2.3.4), ce qui prouve que la condition est nécessaire. Pour montrer
qu’elle est suffisante, notons d’abord que par (17.5.1), il suffit de prouver que le mor-
phisme déduit de f par le changement de base Spec(@y ,)—Y est lisse au point x; on
peut donc supposer que Y =Spec(Oy,,).

La question est locale sur X, donc ((16.4.22) et (0;, 5.2.2)) on peut supposer
que X est affine, et qu’il existe 7 sections s; (1<i<r) de Oy au-dessus de X telles que les
sections dyy(s;) engendrent Q%y. Soit

g: X >Z=Y[T,,...,T,]=V,

le Y-morphisme correspondant & ’homomorphisme 0%—f (0x) de Oy-Modules défini
par les 5; (considérées comme sections de f,(0x) au-dessus de Y) (IL, 1.2.7). On a la
suite exacte (16.4.19)

g*(.Q%/Y) — Q%{/Y — Q%(/z - 0.

Comme les dT; (1<i<r) engendrent 7y, il résulte de la définition de g que ’homo-
morphisme g'(2}y) >Q%y est surjectif, donc Qkz=o0, et g est par suite non ramifié
(17.4.1). Nous allons voir que g est éfale au point x, et compte tenu de (17.5.8), cela
prouvera que f est lisse au point x. Comme Oy, , est supposé intégre et géométriquement
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unibranche, il en est de méme de Oy ,(17.5.7) ol z=g(x), puisque le morphisme
structural Z—Y est lisse (17.3.8). En vertu de (18.10.1), il suffit de montrer que
Phomomorphisme 0 ,—0x , est injectif; il revient au méme de voir que le morphisme
Spec(0x ,) —Spec(0y ,) correspondant est dominant, puisque Oy , est intégre (I, 1.2.7).
Soit »" le point générique de Y =Spec(Oy,) et soit z’ le point générique de
Z =Spec(Oy, ,[ Ty, ..., T,;]) qui est intégre; si h:Z—>Y est le morphisme structural,
on a h(z)=y. Il suffit de prouver qu’il existe dans f~'(y') une générisation «’
de x telle que I'image de x par le morphisme g, :f~'(y")—>h7"()) soit égale
a 7. Drailleurs ¢ est aussi le point générique de A~(y') =Spec(k(»)[Ty, ..., T,]);
comme le morphisme g, est non ramifi¢, donc quasi-fini (17.4.2), il en est de méme
de sa restriction a toute composante irréductible de f~1(’); comme f~!(y') et A7)
sont localement noethériens et que dim(A~'(y'))=r, il résulte de (5.4.1) que la restric-
tion de g, & toute composante irréductible de dimension >r de f~'(»’) est un morphisme
dominant. Or, il existe par hypothése une telle composante contenant une générisation
de x; a fortiori son point générique est une générisation de x, d’ou la conclusion.

18.11. Application aux algibres locales noethériennes complétes sur un
corps.

Le lemme suivant généralise (0, 21.9.1) et (0, 21.9.2) :

Lemme (x8.xx.1). — Soient k un corps, A un anneau local noethérien complet qui est une
k-algébre, K le corps résiduel de A.

(i) Si le K-espace vectoriel Qg est de rang fini, le A-module Q}&/k est de type fini.

(1) St de plus A est une k-algébre formellement lisse (pour la topologie adique), ﬁk/k est
un A-module libre de rang égal a

dim(A)+ rgK(Q%{/k) _rgK(TK/Ic) .

En outre, pour tout sous-corps kg de k tel que Q. soit un k-espace vectoriel de rang fini,
leku est un A-module libre de rang égal a

dim(A)+ rgK(QIl{/k) - gK(YK/k) + rgk(Q}c/k.,) .

L’assertion (i) n’est mise que pour mémoire, ayant été prouvée dans (0, 20.7.15).
Pour prouver (ii), notons que cette assertion a été en fait établie par la démonstration
de (0, 21.9.2), I’énoncé de (0, 21.9.2) faisant seul intervenir la finitude du degré de
transcendance de K sur £ (par 'intermédiaire de I’égalité de Cartier (0, 21.7.1)).

Lemme (18.xx.2). — Sotent k un corps de caractéristique p>o, C une k-algébre locale
noethérienne, compléte, dont le corps résiduel est une extension finie de k, et qui est intégre ; soient n
sa dimension, L son corps des fractions. Alors Qt, et Yy, sont des L-espaces vectoriels de rang
Sfini, et Uon a

(18.1x.2.1) rgy(Qp) —rgL(Yyp) > n.
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Supposons en outre que [k : k?] <+ oo. Alors on a Iégalité
(x8.11.2.2) g (Q) —rgL (Yo =n.

En outre, Qb est alors isomorphe a ﬁé/k, donc (18.11.1) est un C-module de type fini.

On sait en effet (0, 19.8.9) qu’il existe une sous-£-algeébre C, de C isomorphe 4 une
algebre de séries formelles £[[T,, ..., T,]] et telle que C soit une Cj-algébre finie. Par
suite, L est une extension finie du corps des fractions Lo=£k((Ty, ..., T,)) de GC,.
Or, on a la suite exacte de L-espaces vectoriels obtenue en appliquant (0, 20.6.17.1)
au sous-corps premier de £ et aux trois corps ACLj,CL (et en tenant compte de
(0, 20.6.21, (i)

1 1 1
0 _>TL,/k®L., L _)TL/k_>YL/L.,_>QL,Ik®L., L— QL/k_>QL/L.,“‘>0-

Puisque L est une extension finie de Ly, Qf,, et Yy; sont des L-espaces vectoriels de
rang fini ayant méme rang, en vertu de 1’égalité de Cartier (0, 21.7.1). Comme L, est
séparable sur £ (0, 21.9.6.4), on a Y =0 (0,20.6.3); on déduit donc déja de la
suite exacte précédente que 1, est de rang fini et que Pon a dans tous les cas
(Ogpps 11.10.2)

rgL(QII,/k) —rgy( TI./k) =TIg, (Qi,/k) —Igy, ( YL“/k) .

Pour prouver (18.11.2.1) ou (18.11.2.2), on peut donc se borner a prouver
ces relations en remplacant C et L par C; et L,. Comme L; est séparable sur &
(0,21.9.6.4),0on a Yy =o0 (0,20.6.3); d’autre part Qf ,=Qf,®:L, (0,20.5.9).
On sait (0, 21.9.4) que si Gy =£[[T?, ..., T%]], Q%},/k s'identifie & Qf ¢ ; d’autre part,
on a Qf;=Quet; (0,21.1.5), et comme CF=#P[[TY, ..., TE]], on a £[C§]CC,,
avec égalité lorsque [k:k"]<+oo. Or, on a une suite exacte Qpuct;—> Qo — O
(0, 20.5.7%), d’olt une suite exacte Qf ; Q%Jo/k@)c., L, - 0. Comme Qéolk est un Cy-module
libre de rang 2 (0, 21.9.3), on voit que 'on a dans tous les cas rgy (Qfz)>n, avec
égalité lorsque [£:£P]<4-oc0; ceci prouve déa (18.11.2.1) et (18.11.2.2).

Enfin, pour voir que Qf, est isomorphe 2 ﬁé,k lorsque [k : £P]<4-oo, il suffit de
prouver que Qg est un C-module de type fini, puisque C est un anneau local noethé-
rien complet (0;, 7.3.3). Puisque Qf, est isomorphe & Qpuch et que A[CF]ck[CP],
tout revient & prouver que C est un £[Cf]-module de type fini (0, 20.4.7); mais cela
résulte de ce que C est un Cy-module de type fini et G, un £[C¥]-module de type fini
en vertu de hypothese [£: 4P] <4 oo.

Lemme (18.xx.3). — Sotent k un corps, p son exposant caractérisiique, et supposons que
[£: EP]<H-o0. Soit A une k-algébre locale noethérienne complete, dont le corps résiduel est une
extension finie de k. Soit p un idéal premier de A tel que A, soit géométriquement régulier sur k
(6.7.6), de sorte qu’il existe un seul idéal premier minimal q de A contenu dans p. Alors (ﬁi,k)p
est un Aymodule libre de rang égal & dim(A/q).

Comme A est noethérien, et Spec(A) régulier (et a jfortiori intégre) au point p,
p n’appartient qu’a une seule composante irréductible de Spec(A), donc ne contient
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qu’un seul idéal minimal g de A, et en outre on a q,=0. Si 'on pose B=A/q, la
suite (0, 20.7.20)
q/qzeﬁ}&/k@AB%Q%/k%O

est exacte; en effet, Q;l\/k est un A-module de type fini (18.11.1), donc on a
Q};/k®AB: 0!,,B= ﬁi,k/q.fli/k, et comme ce B-module est de type fini, tout
sous-B-module en est fermé (0;, 7.3.5), compte tenu de (0, 20.4.5). Comme I'image
de q/q® est dense dans le noyau de ’homomorphisme Q}A/k@AB — QlB/k (0, 20.7.20),
elle est nécessairement égale & ce noyau, d’oll notre assertion. En localisant en p la suite
exacte précédente, on voit en outre que I’homomorphisme canonique (f)},uk)]O - (ﬁ%ﬂk)p/q
est bijectif. On voit ainsi qu’on peut se borner au cas ol q=0, autrement dit au cas ot A
est intégre. Distinguons alors deux cas :

I) p>1. Alors on peut appliquer (18.11.2) a I’algébre quotient C=A/p, dont
le corps des fractions K n’est autre que le corps résiduel de A,; on voit donc que I'on a

(18.11.3.1) rgi(Qip) —r8x (Yip) = dim(A p).

Notons maintenant (0, 19.6.6) que A, est une k-algebre formellement lisse pour sa
topologie pA,-préadique; par suite Q i est formellement projectif (0, 20.4.9) pour la
topologie p-préadique (0, 20.4.5); d’autre part, Q}&p/k:<Q}&/k)p (0, 20.5.9) est un
A,-module de type fini, en vertu de (18.11.2) appliqué a A. Pour tout entier j,
Qip/k/p"“(zip,k est donc un (A,/p'*'A,)-module projectif de rang m=rgy(Q} ,®, K)
(0, 19.2.4); on conclut donc de (O, 10.2.1 et 10.1.3) que Q};plk est un A -module
libre de rang m. Soit A’=(A,)” Palgébre complétée de A, pour sa topologie pA,-préadique;
A’ est encore une k-algébre formellement lisse (0, 19.3.6) pour sa topologie adique, et
il résulte de (0, 20.7.14) et de (0, 20.4.5) que Q}y,k:f)}\p/k; on en conclut que Q}A’/k
est un A’-module libre de rang m. Mais il résulte alors de (18.11.1) et de ce que
dim(A’)=dim(A,) (0, 16.2.4) que l'on a

(18.11.3.2) m=dim(A,) + (rgg (k) —r8x (Yep))
d’ol, en vertu de (18.11.3.1)
m=dim(A/[p) 4 dim(A,).

Mais puisque A est un anneau local noethérien complet, c’est un quotient d’anneau
régulier (0, 19.8.8), donc (0, 16.5.12) on a dim(A)=dim(A/p)+4dim(A,), ce qui
achéve la démonstration dans ce cas.

II) p=1. On a, comme ci-dessus dim(A)=dim(A/p)-+dim(A,); posons
n=dim(A), r=dim(A/p), s=dim(A,); nous allons voir que ((Al};,k)p est un A,-module
libre de rang n. Nous allons d’abord prouver le lemme suivant :

Lemme (x8.11.3.3). — Soient A un anneau local noethérien, v un idéal premier de A tel
que Ay, soit un anneau de Cohen-Macaulay. Pour tout systeme de paramétres (1) <<, de Ap, 1l existe
une suite (%;)y<;<, @ éléments de p tels que les x; fassent partie d’un systéme de paramétres de A
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et que, pour tout i, x;/1 soit congru a t; modulo I'idéal t A +...+t;_(A,. En particulier,
st A, est régulier et si les t; forment un systéme végulier de paramétres de A,, il en est de méme
des x[1.

Ce lemme sera lui-méme une conséquence du suivant :

Lemme (18.1xx.3.4). — Soient A un anneau local noethérien, p un idéal premier de A,
x un élément de A; alors il existe un élément x'€ A tel que x'[1==x[1 dans A, et que x' n’appar-
tienne @ aucun des idéaux premiers minimaux de A non contenus dans p.

Montrons d’abord comment (18.11.3.4) entraine (18.11.3.3). En multipliant
au besoin les # par des éléments inversibles de A,, on peut supposer qu’ils sont de la
forme x;/1, avec x;ep pour 1<i<s. Raisonnons par récurrence sur s; comme ¢, fait
partie d’un systtme de paramétres de A,, il n’appartient & aucun des idéaux premiers
minimaux de A, (0, 16.5.5), donc aucun x;eA tel que xj/1=¢ ne peut appartenir
a un idéal premier minimal de A contenu dans p. En vertu de (18.11.3.4), on peut en
outre choisir x; tel que x;/1 =t¢, (donc x;€p) et que x; n’appartienne a aucun idéal premier
minimal de A, donc fasse partie d’un systéme de paramétres de A (0, 16.3.4 et 16.3.7).
On raisonne ensuite par récurrence, en considérant ’anncau A’'=A/x;A et I’idéal
premier p’'=p/¥y;A de cet anneau; comme A, =A,/tA,, A, est aussi un anneau
de Cohen-Macaulay (0, 16.5.5), et les images # (2<i<s) des # dans A, forment un
systéme de parametres de cet anneau; il suffit d’appliquer 4 A’ et aux ¢ (2<i<s) T’hypo-
thése de récurrence. La derniére assertion de (18.11.3.3) résulte de ce que dans A, un
systéme de parameétres qui engendre I'idéal maximal est un systéme régulier de para-
meétres (0, 17.1.1).

Prouvons donc (18.11.3.4). Soit (p;); <<, 12 suite des idéaux premiers minimaux
de A non contenus dans p et tels que x€pg, et soit (p;);<j<y, 12 suite des idéaux premiers
minimaux de A autres que les p;; on peut supposer que r>1. Comme p; ne contient
pas

il existe un élément Je, qui n’est contenu dans aucun des py

1<i<n P <jzni
(Bourbaki, 4lg. comm., chap. II, § 1, n® 1, prop. 2); d’ailleurs /1 appartient a tous les
idéaux premiers minimaux de A, donc est nilpotent; si (p/1)*=o, I'élément x'=x+"
répondra aux conditions de I’énoncé, car d’une part y*¢p; pour 1<k<r, et par définition
des p; on a bien x'¢p; pour 1<k<r, et d’autre part, si p; est un idéal premier minimal
de A non contenu dans p mais tel que x¢p;, on a aussi x'¢p; puisque yep;.
Revenons a la preuve de (18.11.3) lorsque p=1. En vertu de (18.11.3.3), il
existe un systéme régulier de paramétres (4);<;<, de A, tel que #=x;/1, ou les
x; (1<i<s) appartiennent a p et font partie d’un systéme de paramétres (x;);¢j<, de A.
Posons A,=k[[Ty, ..., T,]]; comme A est une £-algébre complete et que les x; appar-
tiennent a I’idéal maximal m de A, il existe un k-homomorphisme local u«: Aj->A tel
que u(T;)=w»; pour 1<j<n (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 4, n°® 5, prop. 6); sin
est I'idéal de A engendré par les x; (1<j<n), C’est par hypothése un idéal de définition
de A; on déduit donc de (0y, 7.4.4 et 7.4.3) que u fait de A une A,-algebre finie.
: B,—»B fait

Pe

Posons p(,:_ZlAOT,-, B, =(Ay),, ¢t B=A®, B;, de sorte que u
iz
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de B une By-algebre finie; en outre, si p’ est 'idéal de B engendré par p, on a B, =A,;
comme p’ contient pyB par construction, il est au-dessus de I'idéal maximal p,B, de B,.
Montrons que le morphisme Spec(B) — Spec(B,) est non ramifié au point p’ : cela résulte
en effet de ce que k(p’) est une extension finie du corps k(p,) de caractéristique o, donc
est nécessairement séparable, et que 'on a B [poB,=Fk(p’) en vertu du choix des x
pour 1<j<s (17.4.1).

Notons maintenant le lemme suivant :

Lemme (18.1x.3.5). — Sotent k un corps, R, S deux k-algébres locales noethériennes
complétes, telles que, si K est le corps résiduel de S, Qg soit de rang fini sur K; soit u:R—>S
un k-homomorphisme faisant de S une R-algébre finie ; alors on a ﬁé,Rz Qi et la suite

(x8.11.3.6) Qllt/k(;(jRS—v)Qé/kE)Qé/R_)O

(cf. (0,20.7.17.3)) est exacte.

La premiére assertion résulte de ce que Qg g est un S-module de type fini (0, 20.4.7)
et de (0y, 7.3.6). D’autre part, on sait (0, 20.7.17.3) que 'image de v est dense dans
Ker(w) et que w est surjectif; mais il résulte de (18.11.1) que Qé,k est un S-module
de type fini; on en conclut que tout sous-S-module de Qélk est fermé (0g, 7.3.5), d’ou
le lemme.

Appliquons ce lemme au cas ot R=A,, S=A, et notons que ﬁ}&,/k est un Ag-module
libre de rang n (0, 21.9.3); donc on a ﬁi./k®A°A=QL/k®AGA et ce A-module est
libre de rang n. Puisque Spec(B) est non ramifié sur Spec(B,) au point p’, on a
(Q}A/A.,)ngxlap,/n.,=0 (16.4.15 et 17.4.1). Si on localise la suite exacte (18.11.3.6)
(appliquée & A; et A) en p, on obtient donc un homomorphisme surjectif

vp : (Q}x,/k(’bm A)p g (Q}&/k)p

d’olt Pon conclut que le A -module (Q}Uk)p admet un systéme de n générateurs. Mais
le A-module ﬁ}&/k est de rang n, en vertu de (0, 21.9.5), qui est applicable 4 ’anneau
complet et intégre A en raison du théoréme de Cohen (0, 19.8.8, (ii)) et du fait que le
corps des fractions de A est de caractéristique 0. Le A -module (ﬁ}w)p est donc aussi
de rang n, et comme son quotient par son sous-module de torsion admet un systéme
de n générateurs, ce quotient est nécessairement /zbre; on en déduit aussitdt que les n géné-
rateurs de (Q}“k)p obtenus ci-dessus forment un systéme /libre, d’ou la conclusion.

Lemme (18.11.4). — Sotent k un corps, A une k-algébre locale noethérienne compléte,
dont le corps résiduel est une extension finie de k. Soit k' une extension quelconque de k, et posons
A'=A® k. Alors :

(1) A’ est un anneau semi-local noethérien complet, composé direct d’anneaux locaux complets
Al (1<i<r) qui sont des A-modules fidélement plats, et dont les corps résiduels sont des extensions
Sinies de k'; si m est Pidéal maximal de A, MA’ est un idéal de définition de A’; on a
dim(A;)=dim(A) pour tout 1.

(i1) Pour tout i, ﬁ}u/k est canoniquement isomorphe a ﬁi,k(@AA,f.
V
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(i) Les premiéres assertions résultent aussitét de (7.5.5) et de (07, 6.6.2); le fait
que MA’ soit un idéal de définition de A’ résulte aussi de (7.5.5), car si K est le corps
résiduel de A, K®, £’ est une 4’-algébre finie. Enfin A]/mA; est un des anneaux locaux
artiniens composants directs de K®,%" (7.5.5), donc est de dimension o; comme A}
est un A-module plat, I’égalité des dimensions de A et de A; résulte de (6.1.2).

(it) Comme flj,k est, en vertu de T’hypothése sur K, un A-module de type
fini (18.11.1), Q}Vk@A A’ est complet et s’identifie au produit tensoriel complété
ﬁf&/k®AA'§ en vertu de Dassociativité du produit tensoriel complété (0, 7.7.4),
QL O, A =0L,8,(AB k) sidentifie & QL,8,k. Mais O}, ®k s'identific 2 QL. ,
o A”=A®.k" (0, 20.5.5), et comme A’ est par définition le séparé complété de A",
le séparé complété de Q. s'identifie par construction a celui de Q4 (0,20.7.4);
autrement dit, on a un isomorphisme canonique

A1 ~ AH1 ’
Qpup = Q@ AL

>

La conclusion de (ii) résulte maintenant de ce que €, est somme directe des Q}\yk'
(0, 20.4.13), et si  est le radical de A’, la topologic t-préadique sur Q.. s’identifie
au produit des topologies m{-préadiques sur les Q},, (ot m; est I'idéal maximal de A;);
finalement, il en résulte que le séparé complété Q}wk' pour la topologie t-préadique
s’identifie au produit des séparés complétés Ql,.,k, pour les topologies m;-préadiques, et
il suffit d’utiliser (0, 20.4.5). ’ |

Proposition (x8.xx.5). — Soient k un corps, A une k-algébre locale noethérienne et compléte
dont le corps résiduel est une extension finie de k, p un idéal premier de A, distinct de I’1déal maximal m,
tel qu’il existe un idéal premier mimimal qCyp pour lequel dim(A/q)=dim(A) (ce qui aura
lieu en particulier lorsque A est équidimensionnel), m un entier >o0. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) Le A,-module (fl;,,c)p admet un systéme de m générateurs.

b) Il existe un k-homomorphisme local u:B—A, ot B=Fk[[Ty, ..., T,]1, faisant de A
une B-algébre finie, et tel que le morphisme correspondant Spec(A) — Spec(B) soit non ramifié
au point p.

Pour prouver que &) entraine @), notons qu’en vertu du lemme (18.11.3.5),
on a alors la suite exacte

flllg/k®BA - f)}\/k — Jlx/B -0
puisque A est une B-algebre finie; localisant en p et notant que par hypothése on a alors
(Qip)p=0 (17.4.1), on obtient un homomorphisme surjectif (Q}S/k®B A), — (Q}Uk)p, et
la conclusion résulte de ce que ﬁ’m est un B-module libre de rang m (0, 21.9.3).

Pour prouver que a) implique &), prouvons d’abord les lemmes suivants.

Lemme (x8.11.5.1). — Soient k un corps, A une k-algébre locale noethérienne et complete,
dont le corps résiduel est une extension finie de k, p un idéal premier de A, q un idéal minimal de A

contenu dans p. Alors le nombre minimum de générateurs du A,-module (ﬁj,k)p est au moins égal
a dim(A/q).
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Posons n=dim(A/q), et soit m le nombre minimum de générateurs du A -module
(Q}uk)p, qui est égal a rgk(m((ﬁ};,k)”®Apk(p)) (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § g,
n° 2, cor. 2 de la prop. 4). Notons que ’on a (ﬁj,k)qz(ﬁj/k)pGOApAq, donc le nombre
minimum de générateurs du A -module (f)}\/k)q est au plus égal & m. 11 suffit par suite de
considérer le cas ol p=gq est minimal. En second lieu, montrons qu’on peut se borner
au cas ou k est algébriquement clos. En effet, soit £’ une cléture algébrique de %, et posons
A'=A®,k, qui est composé direct de k'-algebres locales A (1<i<r), dont les corps
résiduels sont isomorphes 4 k', et qui sont des A-modules fidelement plats (18.17.4).
Appliquant (2.3.4) et (6.1.1), on voit que dans un A; donné, il existe un idéal minimal q;
au-dessus de q tel que n'=dim(A’/q;)>dim(A/q)=n. D’autre part (18.11.4), on
a (Qjé,k.) (QA,k) ®, (A')q , donc le nombre minimum m’ de générateurT du
(A,f)q;. -module (Q'Ai/"')q'i est au plus égal @ m; d’on notre assertion.

Supposons donc £ algébriquement clos, et montrons qu’on peut en outre se borner
aucasol q=o. Eneffet,ona Qjqs=0 (0, 20.4.12), donc la suite exacte (18.11.3.6)
fournit un homomorphisme surjectif (Q}&/k> ®, (Alq) > Q(IA/Q)/k, d’ott on déduit aussitot
que le nombre minimum de générateurs du K-module (ﬁ(lAlq)/k) ®,,K, oit K est le E
des fractions de A/q, est au plus égal a m. ‘

orps

Mais si A est intégre et K son corps des fractions, K est séparable sur le corps algé-
briquement clos £, donc une £-algebre géométriquement réguliére (6.7.6); on peut Elonc
appliquer (18.11.3) pour p=o0 en observant que k£=4#" puisque £ est algébrique
clos, et dans ce cas on a m=n.

ent

Lemme (18.x1.5.2). — Soient k un corps, A une k-algébre locale noethérienne conlplete
dont le corps résiduel est une extension finie de k, m son idéal maximal, pCm un idéal premier
de A. Soit m le nombre minimum de générateurs du A -module (Qk,k)p, et 501t (%;)1<;<m une famille
d’éléments de m n’appartenant pas a p. Alors il existe m éléments inversibles u, (1<i<m) de A
tels que si Pon pose y;=ug;, les images canoniques des dy, dans (ﬁ},‘,k),a engendrent cet Ap-ml)dule.

Pour tout xeA, désignons par 3(x) I'image canonique de dx (=d,;x) dans
(Q}A/k);,@Apk(p):lek@)Ak(p); comme ce k(p)-espace vectoriel est par hypothése de
rang m, il suffit (en vertu du lemme de Nakayama) de prouver qu’on peut déterminer
les u; tels que les 3(u;x;) forment un systéme libre. Raisonnons par récurrence et suppo-
sons que, pour un entier r<<m, on ait déterminé les #; (1<i<r) tels que les &(yyx,)
pour 1<i<r soient linéairement indépendants sur k(p); si 8(x, ;) n’est pas combinaison
linéaire des S(ux;) pour 1<i<r, il suffit de prendre u,, ;=1 pour poursuivre la
récurrence. Dans le cas contraire, notons que pour uze€A, §(ux, ) est I'image canor*ique
de (du)x,,,+u(dx, ;); comme u(dx, ) a une image canonique combinaison linéaire
des d(yx;) pour 1<i<r, et que d’autre part I'image canonique de x,., dans |[k(p)
est +0, on voit qu’il suffit de prouver qu’il existe un élément inversible ueA tel que 3()
ne soit pas combinaison linéaire des 3(yx;) pour 1<i<r. Or, il résulte de , 20. 'ﬁ 15)
et de (0, 7.2.9) que les 3(x) engendrent le k(p)-espace vectoriel ( /k)p® E(p);
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comme par hypothése r<m, il existe donc zeA tel que 3(z) ne soit pas combinaison
linéaire des 8(uyx;) pour 1<i<r. Si z¢m, on prendra u=z; sinon, 12 est inversible
et on a §(1-+2)=3(z) puisque d(14-2)=dz; on prendra alors u=1-+42 ce qui
acheéve de prouver (18.11.5.2).

Revenons maintenant 4 la démonstration de I'implication @) =54) dans (18.11.5).
Notons d’abord que puisque p#m, il existe un systéme de paramétres (x;);<;<, de A
(avec n=dim(A)) tel que x;¢p pour 1<i<zn: en effet, on ne peut avoir x,e6p pour
tout 7, sans quoi A/p serait de longueur finie, et p serait maximal, contrairement 2
I’hypothése. Mais si par exemple x;¢p, il suffit, pour chaque indice 7 tel que x;ep,
de remplacer x; par x,-+x;, pour avoir un systéme de paramétres dont aucun élément
n’appartient 2 p. L’hypothése a) et la relation dim({A/q)=n entrainent, en vertu
de (18.11.5.1), que m>n; on peut donc considérer une famille (%), <;<,, d’¢éléments
x;¢p, dont les n premiers forment un systéme de parametres de A. Multipliant en outre
les x; par des éléments inversibles #; de A, on peut, griace & (18.11.5.2) supposer que
les images des dx; (1<i<m) dans (ﬁ};,k)p engendrent cet A, -module, et la multiplication
par les #; n’a pas altéré le fait que les x; pour 1<i<n forment un systéme de paramétres.
Considérons alors le £-homomorphisme local «: B—A tel que «(T,)=x; pour 1<i<m
(Bourbaki, 4lg. comm., chap. III, § 4, n° 5, prop. 6); comme les x; engendrent un idéal
de définition de A, il résulte de (0, 7.4.4 et 7.4.3) que u fait de A une B-algébre finie.
On a donc (18.11.3.5) la suite exacte

(QBIk)®BA — QA/k — QLB -0

Mais les dyx; sont les images canoniques par v des éléments dgT;®1 (0, 20.5.2.6).
Si on localise la suite exacte précédente en p, on voit donc que 2, : (Q}m) ®gA, — (ﬁ}m,c)p
est surjectif, et par suite on a 0———(9213)],:(2}%,3: (ott t est 'image réciproque de p
dans A, cf. (16.4.15)). En vertu de (17.4.1), cela entraine la propriété b5) de
(18.11.5). C.Q.F.D.

Remarque (18.11.6). — Dans I’énoncé de (18.11.5), on ne peut supprimer
Phypothése p=m. En effet, pour tout k-homomorphisme local u:B->A, ou
B=k[[T,, ..., T,]] (r entier quelconque) faisant de A une B-alg¢bre finie, m est
le seul point de Spec(A) au-dessus de lidéal maximal n de B; le morphisme
Spec(A) — Spec(B) ne peut étre non ramifié en m que si A/nA est un corps, extension
séparable de £ (17.4.1), ce qui implique que le corps résiduel K de A est une extension
séparable de k. Si cette condition n’est pas remplie, la conclusion de (18.11.5) ne peut

jamais étre vérifiée pour p=m, quel que soit ’entier m.

Corollaire (x8.1x.7). — Soient k un corps, A une k-algébre locale noethérienne compléte
équidimensionnelle, dont le corps résiduel est une extension finie de k, p un idéal premier de A. Alors
le nombre minimum de générateurs du Aj-module (ﬁj/k)p est au moins égal & dim(A).

C’est un cas particulier de (18.11.5.1).

Plus particulierement :
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Corollaire (18.11.8). — Soient k un corps, A une k-algébre locale noethérienne compléte
intégre, dont le corps résiduel est une extension finie de k. Si K est le corps des fractions de A, on a
rgg () ®,K) > dim(A).

Il suffit de faire p=o dans (18.11.7).

Corollaire (x8.x1.9). — Soient k un corps, A une k-algeébre locale noethérienne compléte
de dimension n, dont le corps résiduel est une extension finie de k. Soit p un idéal premier de A distinct
de Uidéal maximal, et conienant un idéal premier minimal q tel que dim(A/q)=n. Supposons
que le A-module (ﬁi/k)p admette n générateurs. Alors :

(i) Le A,-module (ﬁ}&/k)n est libre de rang n.

(i) Il existe un k-homomorphisme local u:B—A, on B=k[[Ty, ..., T,]], faisant
de A une B-algébre finie, et tel que le morphisme correspondant Spec(A) — Spec(B) soit étale au
point p.

(iii) La k-algebre A, est géométriquement réguliére.

Prouvons d’abord (ii); en vertu de (18.11.5), il existe un homomorphisme local
u:B=k[[T,, ..., T,]]>A faisant de A une B-algebre finie, et tel que le morphisme
correspondant Spec(A)—>Spec(B) soit non ramifié au point p; posons t=u"'(p).
L’hypothése sur gCp, et le fait que A soit un quotient d’anneau régulier (0, 19.8.8)
impliquent que Pon a dim(A,)=z—dim(A/p) (0, 16.5.12). On a de méme
dim(B,) =n—dim(B/r). Enfin, puisque le morphisme Spec(A)—>Spec(B) est non
ramifié au point p, la fibre de ce morphisme au point 1 est de dimension o, donc (0, 16.3.9)
ona dim(A/p)<dim(B/r) et parsuite dim(B,)<dim(A,). On conclut donc de (18.10.71)
que le morphisme Spec(A)—>Spec(B) est étale au point p.

L’assertion (iii) résulte de ce que A, est formellement lisse sur B, et que B, est
formellement lisse sur £ (pour les topologies préadiques) (0, 19.3.4 et 19.3.5), donc A,
est formellement lisse sur £ pour sa topologie préadique, et par suite est géométriquement
régulier sur £ (0, 22.5.8).

Prouvons enfin (i). Soit £’ une extension algébriquement close de £, et considérons
la k'-algébre semi-locale A’=A®,k". Si 'on considére A comme B-module de type fini
au moyen de ’homomorphisme #, on peut donc écrire, 2 un isomorphisme canonique
prés, A'=A®,(B&, k) ((7.5.7.1), dans ’énoncé duquel on rappelle qu’il n’est pas
nécessaire de supposer que le corps résiduel de B soit une extension finie de £). Posons
B'=B&, %', qui s’identifie canoniquement 4 L’algébre de séries formelles £'[[Ty, .. ., T,1]-
Puisque le morphisme Spec(A) — Spec(B) est fini et étale au point p, le morphisme
Spec(A’) — Spec(B’) est fini, et étale en tout point p’ au-dessus de p (17.5.3); d’ailleurs,
A’ est composé direct d’anneaux locaux A; de dimension 7 (1<i<r) (18.11.4) et p’
s’identifie & un idéal premier p; de 'un des A]. Le méme raisonnement que ci-dessus
prouve alors que (A,'-)p;, est géométriquement régulier sur &', et comme k' est parfait,

il résulte de (18.11.3) que (Q.i;/k')n;- est un (A;)p;-module libre de type fini. Mais

puisque (Qf),, est isomorphe a (ﬁ},,k)p@)Ap (A

)Pi' (18.11.4) et que (A]), est un
A, -module fidélement plat, on voit que (Q}Vk)p est un Ap-module libre de type fini (2.5.2);
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d’ailleurs, en vertu de (18.11.5.1) et de I’hypothése dim(A/q)=n, on conclut que
(Q4,), est un A,-module libre de rang n. C.Q.F.D.

Théoréme (18.x1.10). — Soient k un corps d’exposant caractéristique p, A une k-algébre
locale noethérienne compléte, dont le corps résiduel est une extension finie de k, p un idéal premier
de A distinct de Pidéal maximal. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Pour toute extension k' de k, et tout idéal premier p' de A'=A®,k' au-dessus de p,
AL est un anneau régulier.

a’) Il existe une extension parfaite k' de k et un idéal premier p’ de A'=A®, k' au-dessus
de p, tels que Ay, soit régulier. ‘

b) Soit n la plus grande des dimensions des composantes irréductibles de Spec(A) auxquelles
appartient p; alors (flj,k)p est un A,-module libre de rang n.

Supposons en outre que n=dim(A) (ce qui sera le cas si A est équidimensionnel) ; alors
les conditions précédentes sont aussi équivalentes a :

c) 1l existe un k-homomorphisme local u : B—A, o B=k[[T, ..., T,]], faisant de A
une B-algébre finie, et tel que le morphisme correspondant Spec(A) —Spec(B) soit étale au point p.

Chacune des conditions a), a'), b) entraine la suivante :

d) L’anneau A, est géométriquement régulier sur k.

St de plus [k : EP]<4-co, la condition d) est équivalente a a), a’) et b).

Le fait que d) entraine ) lorsque [k :£?]<+4oco n’est autre que (18.11.3). Il est
clair que @) entraine trivialement a4’); montrons que ¢) entraine a) lorsque dim(A)=n.
Avec les notations de a), on a alors A’=A®yB’, ou B'=B&® k'=k[[T,, ..., T,]]
(7.5.7.1). Le morphisme Spec(A’) — Spec(B’) est alors fini et étale au point p’, et le
raisonnement qui prouve (18.11.9, (iii)) montre que A, est régulier.

Le fait que b) entraine ¢) lorsque dim(A)=n résulte de (18.11.9). Montrons
que a’) entraine b) lorsque dim(A)=n. On sait que A’ est un A-module plat (18.11.4)
et dim(A’)=dim(A)=:n; il résulte de (2.3.4) et de (6.1.1) qu’il existe un idéal premier
minimal q’ de A’ contenu dans p’, au-dessus de q et tel que dim(A’/q’)=dim(A/q)=n.
Par ailleurs, il résulte de (18.11.4) que (Q}x’lk’)p’ :(Q}l\/k)p®ApA;'; comme £’ est
parfait, ’hypothése que A, est régulier entraine qu’il est géométriquement régulier sur k'
(6.7.7). Puisque £'P=£’', on peut appliquer & A’ et p’ le fait que d) entraine b),
donc (Q}Wk,)p. est un Ay-module libre de rang 7; par fidéle platitude (18.11.4 et 2.5.2),
on en conclut que (Qfx/k)p est un A, -module libre de rang .

Ceci montre I’équivalence de @), a’), b) et ¢) lorsque dim(A)=n. Il reste a prouver
que a), a’) et b) sont encore équivalentes dans le cas général. Soit J I’idéal de A, noyau
de '’homomorphisme canonique A-—>A,, et posons A;=A/[J; on a nécessairement
Jcp, et si 'on pose p;=p/J, ’homomorphisme canonique A,—(A,), est bijectif;
on en conclut (I, 6.5.4) que l'injection canonique Spec(A,) — Spec(A) est un isomor-
phisme local au point p,, et 'on a J,=o0. On voit comme dans (18.11.3) que 'on a une
suite exacte

RN (ﬁ}\/k) ®,A; ~ ﬁ.i,/k —-0
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A ~

et en localisant en p, il vient un isomorphisme (Q},), > (Q}wk)p,' Ceci montre que la
condition b) pour Panneau A et Iidéal p est équivalente a la condition 4) pour anneau A,
et I’idéal p,. D’autre part, avec les notations de @), on a A;=A;®,k'=A’/JA’ 4 isomor-
phisme pres ((7.5.7.1), ou Phypothése sur le corps résiduel de B est superflue); si p’
est un idéal premier de A’ au-dessus de p, tout élément de JA’ annule un élément
de A’—p’, donc JA’'Cyp’, et sil'on pose p;=7p'/IJA’, p; est au-dessus de p, et (A]),,
s’identifie canoniquement 4 A, ; ceci montre donc que la condition a) (resp. a’)) pour
Panneau A et l'idéal p est équivalente 2 la condition a) (resp. a’)) pour ’anneau A, et
I’idéal p,. Or, tous les idéaux premiers minimaux de A contenus dans p contiennent J
puisque Spec(A;) — Spec(A) est un isomorphisme local au point p,; d’autre part les
idéaux de Ass,(A/J) sont les idéaux de Ass(A) qui sont contenus dans p (Bourbaki,
Alg. comm., chap. IV, § 1, n° 2, prop. 6); donc les idéaux premiers minimaux de A, sont
tous contenus dans p;, et on a par suite dim(A;)=n. II suffit alors d’appliquer a A,
et & p; ce qui a été prouvé plus haut. '

Remarques (18.11.11). — (i) L’équivalence des conditions d) et ) dans (18.11.10)
n’est plus valable lorsqu’on ne suppose plus que [£: £?]<4co. En effet, dans ’exemple
de (0, 22.7.7, (ii)), 'anneau B=A/q est intégre et de dimension 1; d’autre part, la
suite

(q/g)®, L > 0f,®, L - 04, ®; L -0

est exacte (méme démonstration que dans (18.11.3)), et on sait que j n’est pas injectif,
donc j=o puisque (q/q*)®,L est de rang 1. On en conclut que rgL(Q};,k@BL):Q.
Comme B, est une k-algebre géométriquement réguliére, on voit qu’ici la condition d)
n’entraine pas b).

(ii) Les notations étant celles de (18.11.10), supposons que z=dim(A) et soit
(%)1<i<n un systtme de parameétres de A n’appartenant pas a p; on en déduit un
k-homomorphisme local #:B—A tel que u(T,)=x; pour 1<i<n, faisant de A une
B-algé¢bre finie. Pour que le morphisme correspondant Spec(A) — Spec(B) soit étale
au point p, il faut et il suffit que les images des d, x; dans (f)j,k)p forment un systéme de
générateurs de cet Ap-module. En effet, on a vu dans la démonstration de (18.11.5) que
si le morphisme Spec(A) — Spec(B) est non ramifié au point p, 'homomorphisme
canonique (Q}y,‘@BA)p - (Q‘{,k)p est surjectif et les images des éléments dzT,®1, qui
engendrent (Qéllc) ®gA, sont les dyx;; d’ou la nécessité de la condition. Inversement,
le méme raisonnement montre que si cette condition est vérifiée, le morphisme
Spec(A) — Spec(B) est non ramifié en p, et le raisonnement de (18.11.9) prouve en fait
que ce morphisme est étale en p.

Corollaire (x8.11.12). — Soient k un corps d’exposant caractéristique p tel que
[£ : kP]1< 400, A une k-algébre locale noethérienne compléte et intégre, qui n’est pas un corps, et dont
le corps résiduel est une extension finie de k. Il existe alors une extension finie radicielle k' de k telle
qi'en posant A'=AQ®k', la K'-algébre AL, et idéal premier o de cette algébre vérifient les
conditions équivalentes a), a’), b), c) et d) de (18. 11.10). En particulier, si n=dim(A)=dim(A’),
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il existe un k'-homomorphisme local B'=Fk'[[Ty, ..., T,]] - ALy faisant de Al une B'-algébre
Sinie, et tel que le corps des fractions K' de ALy soit une extension finie séparable du corps des
Sractions £'((T4, ..., T,)) de B'.

Le morphisme Spec(A’) — Spec(A) étant radiciel et fini, A’ est un anneau local
complet et son nilradical est le seul idéal premier au-dessus de I'idéal o de A; par platitude,
A’ s’identifie & un sous-anneau de K®,k', qui est d’ailleurs ’anneau total des fractions
de A’; on a par suite K'=(K®,k') 4. Il s’agit de prouver, vu ’équivalence d)<>c)
de (18.11.10), qu’il existe une extension radicielle finie £’ de £ telle que (K®,k') 4
soit une extension séparable de k' (6.7.6). Or on sait (0, 19.8.9) que sous les hypothéses
faites, il existe une sous-k-algebre C=£k[[Ty, ..., T,]] de A telle que A soit une C-algébre
finie; K est donc une extension finie du corps des fractions K,=k((T,, ..., T,))
de G, qui est séparable sur k (0, 21.9.6.4). Si p est Pexposant caractéristique de %, on
peut donc écrire K® A7 =K®y (K;®,47°) et K,®, "% est un corps, extension
radicielle de K;; on en conclut que K® A" ® est une algtbre finie sur le corps
K,®,47"%, donc un anneau artinien. La conclusion résulte donc du lemme plus général
suivant :

Lemme (x8.1x.312.1). — Sotent & un corps de caractéristique p>o, K une exiension
de k. Les conditions sutvantes sont équivalentes :

a) Lanncau K@ kP est artinien.

b) Il existe une extension k' de k de type fini telle que (K®,k').q soit une k'-algébre
séparable.

c) Il existe une extension finie radicielle k' de k telle que (K®.k'),q soit une extension
séparable de k'.

Montrons d’abord que ¢) entraine ¢). L’anneau A =K®_ £’ est alors un anneau
artinien local, et si R est son nilradical, le corps résiduel L=A/N est séparable sur £’;
par suite L®, k" est un corps, et comme il est égal & (A®,kP"°)/(N®, L"), on
voit que N®, k" est le nilradical de A® A" ®=K®, k”"®; comme N est un idéal
de type fini, le nilradical de K®_ k" est donc de type fini, ce qui entraine que
Panneau K®, k7" * est artinien.

Inversement, prouvons que a) entraine ¢). Soit R le nilradical de I’anneau local
artinien B=K®_ k""®, qui est par hypothése engendré par un nombre fini d’éléments
de la forme ,yi=§x,.,j®gi,., ou x;eK, £;ek”®. Soient &’ I'extension radicielle finie

de k engendrée par les &;, R, I'idéal de By=K®, k' engendré par les y;; il est clair que
les y; sont nilpotents dans By; d’autre part, on a R,®, k7 =R, et parsuite RnB,=R,,
R, contient le nilradical de By, donc il lui est égal. Comme B/R=(By/R,)®, k" est
réduit, on en conclut que B)/Ry=(K®, k'), est séparable sur £ (4.6.1).

Il est clair que ¢) entraine b). Inversement, supposons b) vérifiée, et notons qu’il
existe une extension séparable £; de £ telle que £’ soit une extension radicielle finie de £,;
posons K,=K®_k;, qui est un corps. Appliquant I’équivalence de a) et ¢) a Pextension K,
de £, on voit que K;®, i7" est un anneau artinien; mais cet anneau est égal

180



§ 18 ETUDE LOCALE DES SCHEMAS ET DES MORPHISMES DE SCHEMAS 181

a KOUl =K@, ®)®r<kr®, donc K®A7* est aussi artinien (Bourbaki,
Alg. comm., chap. 1, § 3, n° 5, cor. de la prop. 8); on a ainsi prouvé que b) entraine a),
ce qui acheéve la démonstration de (18.11.12.1) et de (18.11.12).

18.12. Applications de la localisation étale aux morphismes quasi-finis
(généralisations de résultats antérieurs).

Les résultats de ce numéro nous ont été communiqués par P. Deligne.

Théoréme (18.12.1). — Soient f: X—Y un morphisme localement de type fini, x un point de X, y=f(x). Supposons
que x soit un point isolé de Uespace f—2(y). Alors, il existe un morphisme étale Y'—>Y, un point x' de X' =X XY’ au-dessus
de x et un voisinage ouvert V' de x” dans X' tel que, si f'=fiy:y : X'—=Y’; f'| V' soit un morphisme fini. Si de plus f est séparé,
V' est d la fois ouvert et fermé, et X' est donc somme de deux sous-préschémas induits sur des ouverts de X', dont U'un est fini sur Y’
et contient x'.

La derniére assertion résulte de ce que, si f est séparé, il en est de méme de f”; donc, si j' : V/—X’ est’injec-
tion canonique, le fait que le morphisme f’|V’=jf"0j" soit fini entraine qu’il en est de méme de j* (II, 6.1.5),
et par suite V' =j"(V’} est fermé dans X’ (II, 6.1.10).

La question étant locale sur X, on peut supposer Y = Spec(A) et X = Spec(B) affines, B étant une A-algébre
de type fini, donc de la forme G/3J, ou C=A[Ty, ..., T,] et J est un idéal de C; f est donc séparé, et on peut en
outre supposer que f1( )= {x}. Soit (3;) la famille des idéaux de type fini de G contenus dans 3, de sorte que J
est la réunion filtrante des 3. Si X et les X, = Spec(C/[3,) sont considérés comme des sous-préschémas fermés
de Z =Spec(C), onadonc, pour les espaces sous-jacents, X = QX;\; si fo : X;3—Y est le morphisme structural,

on en déduit que f1(y) =Q /1(»), et comme les ensembles f571(y) sont fermés dans ’espace noethérien

Z,=Spec(k(»)[Ty, ..., T,]), il existe un indice A tel que f7(») =f"(y) = {x}. On peut donc supposer que
les X, vérifient la méme condition que X au point «; si I’on prouve la proposition pour un tel X,, elle en résultera
pour X, car si x’ est un point au-dessus de ¥ dans Z' =7 X ,Y’, X} =p~1(X;), ol p:Z’'—>Z estla projection (de
sorte qu’on a aussi X’ =p~1(X)), s’il existe un voisinage ouvert V3 de x’ dans Xj qui est fini sur Y, a fortiori la
restriction de f au sous-préschéma fermé X’NVj de Vj sera un morphisme fini. On est donc ramené au cas oi1 f est
de présentation finie. Notons en outre que I’ensemble des points de X isolés dans leur fibre est ouvert
dans X (13.1.4), donc f est quasi-fini au point x, et on peut par suite se borner au cas ou f est quasi-fini. Soit A"
Panneau local hensélisé de Oy, ,, et posons Y= Spec(A”). Si X=X X Y", f"=fgi): X"—>Y" est séparé,
quasi-fini et de présentation finie; comme A’ est hensélien, il y a pour tout x”€X” au-dessus de x un voisinage
ouvert et fermé V”’ de x” dans X" qui est fini sur Y (18.5.11, ¢)); comme I’immersion V”—X" est ouverte et
fermée, elle est quasi-compacte, donc de présentation finie (1.6.2), donc /| V" est de présentation finie.

Cela étant, par définition, A" est limite inductive d’une famille filtrante (A;) de 0y, ,-algébres strictement
essentiellement étales (18.6. 5); chaque A, est lui-méme limite inductive d’une famille filtrante (By,,) de @, ,-algébres
étales ((18.6.1) et (8.1.2, a))). Enfin, comme B,, peut étre supposée une &, ,-algébre de présentation finie, il
résulte encore de (8.1.2, a}) et de (17.7.8) que By, est limite inductive d’une famille filtrante (G,,,,) de A-algébres
étales. Finalement, on voit, en utilisant le théoréme de la double limite inductive, que Y’ est limite projective d’une
famille filtrante (Y;) de schémas affines étales sur Y. Si ), est la projection de #” sur X=X x,Y,, on peut
supposer que le voisinage V”/, qui est quasi-compact, est de la forme Vi Xy, Y” ol Vj est un voisinage ouvert de xq,
dans X/, (8.2.11). Enfin, V étant de présentation finie sur Y”, on conclut de (8.10.5, (x)) que pour un « conve-
nable, V, est fini sur Y,. C.Q.F.D.

Remarque (18.12.2). — Dans la démonstration précédente, on voit (compte tenu de (18.6.2)) que 'on a
construit un Y’ répondant a la question, et tel en plus que si y’=f'(X’), ’homomorphisme F(y)— k(') soit bijectif.

Corollaire (18.12.8). — Soient f: X—>Y un morphisme localement de type fini et séparé, y un point de Y tel que le sous-
espace f~1( 9) soit fini et discret. Il existe alors un morphisme étale Y’ —>Y, un point ¥’ €Y’ au-dessus de y, tel que k(y)= k()),
et une décomposition de X' en somme de deux sous-préschémas X\, X; induits sur des ouverts de X', tels que la restriction de
S'=figy 1 X' =Y & X soit un morphisme fini et que Pon ait Xynf"~1y))= .

Si n est le nombre de points de f~1( »), on raisonne par récurrence sur n, le corollaire étant trivial pour n=o.
Soit x un point de f~1( y); en vertu de (18.12.1) et (18.12.2) il y a un morphisme étale Y;—Y, un point 3, de Yy
au-dessus de y tel que K(y,)=IK(y) etsil’on pose 8, =X XY, fy=f,) : S, — Y, il existe un point x, de f77()
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tel que S; soit somme de deux ouverts V,, X,, V; étant fini sur Y; et un voisinage de %;. En vertu de la relation
k(y,)=k(y), la fibre f{%( ;) dans S, estisomorphe & f~1(y), donc X, Nf;~*(y,) est fini, discreteta n—1 points.
Comme f; | X, est localement de type fini et séparé, on applique ’hypothése de récurrence & ce morphisme : il y a
un morphisme étale Y’—Y,, un point y’€Y’ au-dessus de y, tel que F(y)=1Fk(p), et,si X'=Xx,Y" etsi
p:X'—>8, estla projection canonique, on a une décomposition de p~1(X;) en somme de deux sous-préschémas U’
et X; induits sur des ouverts de X’ tels que X3 N/ ~*(y) =g et que U’ soit fini sur Y’. Par ailleurs V'=p—1(V,)
est fini sur Y’ et X’ est somme de U’, V’ et X;; on répondra donc 2 la question en prenant X; somme de U’ et V’.

Le corollaire suivant améliore (8.11.1) :

Corollaire (18.12.4). — Pour qu’un morphisme f:X—Y soit fini, il faut et il suffit qu’il soit séparé, universellement
Jermé, localement de type fini et que, pour tout y €Y, f~L(p) soit un espace fini discret; en particulier, un morphisme propre et quasi-
fini est fini.

En effet, on peut appliquer le corollaire (18.12.3) a un point quelconque y de Y. Avec les notations de ce corol-
laire, f” est un morphisme fermé, donc, puisque X; est fermé dans X', f/(X3) est fermé dans Y’ et ne contient pas y';
il existe par suite un voisinage ouvert U’ de y’ dans Y’ tel que U’—Y soit de type fini et que f/~1(U")=Xx U’
soit fini sur U’ Soit U I'image de U’ dans Y, qui est un ouvert de Y en vertu de (11.3.1) puisque le
morphisme Y'—Y est étale, donc plat et localement de présentation finie; on a évidemment encore
XX U'=XX, U =f"1(U) X ,U’". Puisque maintenantle morphisme U’—U est fid¢lement plat et quasi-compact,
on déduit de (2.7.1, (xv)) que le morphisme f~1(U)—>U, restriction de f, est fini, ce qui prouve le corollaire.

Remarque (18.12.5). — On notera que dans la démonstration de (18.12.4) on n’a pas utilisé ’hypothése
que f est universellement fermé sous sa forme générale, mais seulement que f{y/) est un morphisme fermé pour tout
morphisme élale Y’ —Y.

Corollaire (18.12.8). — Soit f: X—>Y un morphisme de préschémas. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f est une immersion fermée.

b) f est un monomorphisme propre.

c) f est propre et, pour tout yEY, le K(y)-préschéma X, =f"1(y) est radiciel et géométriquement réduit sur k(y)
(cest-a-dire vide ou K(p)-isomorphe & Spec(l(y)).

Cela se déduit de (18.12.4) comme (8.11.5) se déduit de (8.11.1).

Proposition (18.12.7). — Soient f: X—>Y un morphisme localement de type fini, y un point de Y. Pour qu’il existe
un voisinage ouvert U de y tel que la restristion f~2(U)—>U de f soit une immersion fermée, il faut et il suffit que X, soit un
E( y)-préschéma radiciel et géométriquement réduit sur k(y) (¢’est-a-dire vide ou Ie( y)-isomorphe & Spec(ke(y))) et qu’il existe un
voisinage ouvert V' de y tel que la restriction f—1(V)—>V de f soit un morphisme universellement fermé.

Les conditions étant évidemment nécessaires, prouvons qu’elles sont suffisantes. On peut se borner au cas
ot X, #0. En vertu de la seconde condition, on peut déja supposer f universellement fermé. Montrons en outre
qu’on peut supposer f affine, donc séparé; cela résulte du lemme suivant :

Lemme (18.12.7.1). — Sotent f: X—>Y un morphisme fermé, y €Y un point tel que tout voisinage de X, contienne
un voisinage affine de X, (condition toujours vérifie lorsque X, est vide ou réduite @ un seul point). Alors il existe un voisinage
ouvert affine U de y tel que la restriction f—(U)—>U de f soit un morphisme affine.

En effet, soit U, un voisinage ouvert affine de y dans Y et soit V un voisinage ouvert affine de X, contenu
dans f~1(U,). Puisque f est fermé, il existe un voisinage ouvert affine Uc U, de y tel que f~1(U)cV. Comme la
restriction g: V—U, de f est un morphisme affine, il en est de méme de sa restriction f~1(U)—U (II, 1.2.5).

Supposons donc f affine et universellement fermé, et montrons qu’il existe un voisinage ouvert U de y tel que
la restriction f~1(U)-—>U soit un morphisme fini; comme on peut supposer Y et X affines, on peut supposer f de
type fini, donc propre, et il suffit de prouver qu’il existe un voisinage U de y tel que f~1(U)—>U soit un morphisme
quasi-fini (18.12.4). Mais il existe un voisinage V de ’ensemble X, (réduit & un seul point) tel que f|V soit quasi-
fini (13.1.4), et comme f est fermé il y a un voisinage U de y tel que f~1(U)€V, ce qui achéve la démonstration,
compte tenu de (18.12.6).

Proposition (18.12.8). — Soit f: X—>Y un morphisme de préschémas. Pour que f soit entier, il faut et il suffit que f
soit affine et universellement fermé.

Les conditions sont nécessaires (I, 6.1.10); prouvons qu’elles sont suffisantes. On peut supposer Y = Spec(A)
affine, donc aussi X =_Spec(B), et il faut prouver que tout élément b€B est entier sur A (II, 6.1.1). Soit B’ la
sous-A-algébre de B engendrée par b, qui est une A-algébre de type fini; posons X’=Spec(B’), de sorte que
f:X—>Y sefactoriscen X Lx —h—> Y, ou#k estde type fini, et g est dominant puisque ’homomorphisme B’—>B
est injectif (I, 1.2.7). Comme k est séparé et ko g universellement fermé, g est universellement fermé (II, 5.4.3 et
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5-4-9), donc surjectif puisqu’il est dominant; on en conclut (II, 5.4.3 et 5.4.9) que % est aussi universellement fermé,
donc propre puisqu’il est de type fini et séparé. Mais alors, pour tout y€Y, le morphisme A~1(y)—> Spec(fe())
déduit de % est propre et affine, donc fini (IIl, 4.4.2), autrement dit % est quasi-fini; on déduit donc de (18.12.4)
que k est fini, ce qui prouve que B’ est une A-algébre finie, et par suite que b est entier sur A. C.Q .F.D.

Remarque (18.12.8). — Il se peut qu’un morphisme f:X—Y soit entier lorsqu’on le suppose seulement
séparé, universellement fermé et tel que pour tout y€Y, le morphisme f~1(y) — Spec(k(y)) déduit de f soit
entier. Il faudrait pour cela prouver que ces conditions impliquent que fest affine, ou encore que toute fibre X, est
contenue dans un voisinage ouvert affine.

Corollaire (18.12.10). — Un morphisme f: X—Y qui est injectif et universellement fermé est entier.

11 suffit, par (18.12.8), de prouver que f est affine, ce qui résulte du lemme (18.12.7.1) et de ’hypothése.

Corollaire (18.12.11). — Soit f: X—>Y un morphisme de préschémas (resp. un morphisme localement de type fini).
Pour que f soit un homéomorphisme universel (2.4.2), il faut et il suffit que f soit entier (resp. fini), radiciel et surjectif.

On sait que les conditions sont suffisantes (2.4.5); elles sont nécessaires en vertu de (18.12.10) et (18.12.4).

La proposition suivante améliore (8.11.2) :

Proposition (18.12.12). — Tout morphisme f: X—>Y qui est quasi-fini et séparé est quasi-affine.

Posons & =f,(0;), qui est une O,-Algébre quasi-cohérente puisque f est quasi-compact et séparé (1.7.4);

soit Z=Spec(«/) (II, 1.3.1) de sorte que f se factorise canoniquement en X —g> Z — Y, h étant affine et g
correspondant & ’automorphisme identique de & (Il, 1.2.%); il suffira de prouver que g est une immersion ouverte,
ou, ce qui revient au méme (17.9.1) que g est étale et radiciel. Il suffira évidemment de montrer que, pour tout y€Y,
le morphisme g est étale et radiciel en chaque point de f~1( »). Or, pour tout y€Y, on peut appliquer a fle résultat
de (18.12.3), dont nous conservons les notations; puisque le morphisme Y’'—>Y est plat, et que f est quasi-compact
et séparé, on a, & un isomorphisme canonique prés, f;(0x/)= & & 0y Oxr =" (2.3.1),donc Z'=27ZX;Y’ siden-

tifie & Spec( £, (0x+)), et dans la factorisation canonique X’ —g> z i> Y def’ (I, 1.2.7),0na K'=hy,) et g'=gy -
Cela étant, la décomposition de X’ en somme de deux sous-préschémas X7, X} entraine la décomposition de &
en produit direct des deux @y-Algebres quasi-cohérentes &7, &5, images directes respectives de Oy; et Oy, de sorte
que Z’ s’identifie 4 la somme Z[IIZ;, ou Z;=Spec(#;) et g’(X;)cZ; pour i=1, 2. Comme X] est fini sur Y’,
g1 =g’| X est un isomorphisme de Xi sur Z, puisque f”| X] est affine; comme X;Nn f ~1(y’) =g, on voit que g’
est étale et radiciel en chaque point de f*~1(y’). Le morphisme Y’—>Y étant plat et localement de présentation finie,
on déduit donc d’abord de (17.7.4) que g est étale en tous les points de X projections de points de f'—1(y"),
c’est-a-dire en tous les points de f~1(y) (I, 3.5.2). D’autre part, le morphisme g;, STYY) = KT(Y) déduit
de g’ est radiciel; comme Kk(y’) =k(y), le morphisme & fTH(») — h7Y(») est aussi radiciel, autrement
dit g est radiciel en chaque point de f~1(y), ce qui achéve de prouver la proposition.

L’énoncé suivant améliore de méme (8.12.6) :

Corollaire (18.12.13) (« Main Theorem » de Zariski). — Soient Y un préschéma quasi-compact et quasi-séparé,
S X—>Y un morphisme quasi-fini et séparé. Alors il existe une factorisation de f

g u
X—>Z—>Y

oti g est une immersion ouverte (nécessairement quasi-compacte) et u un morphisme fini.

En effet, il résulte de (18.12.12) que f est quasi-affine, donc quasi-projectif. On peut alors appliquer (8.12.8),
ou I’hypothése de Pexistence d’un 0y,-Module ample peut en fait étre remplacée par la seule hypothése que Y est
quasi-compact et quasi-séparé : en effet, il résulte de (8.12.3) que l’existence de la factorisation annoncée dans
(8.12.8) est une propriété locale sur Y, et qu’il suffit donc de la prouver lorsque Y est affine.

Remarque (18.12.14). — On peut donner de (18.12.13) une démonstration analogue & celle de (18.12.12)
n’utilisant pas (8.12.8) (mais utilisant (18.12.3), donc (18.5.11), qui lui-méme se sert du « Main theorem » sous sa
forme locale (8.12.9)). Gardons en effet les notations de la démonstration de (18.12.12), etsoit # la O,-Algébre quasi-
cohérente, fermeture intégrale de Oy dans & (II, 6.3.2). Sil’on pose T =Spec(#), il suffit, en vertu de (8.12.3),
de prouver que le Y-morphisme g:X-—>T correspondant a ’injection canonique #—> ./ est une immersion, et
pour cela il suffit de montrer (17.9.1) que g est étale et radiciel. Avec les notations de (18.12.12), on peut supposer

que Y =Spec(C) et Y’ =Spec(C’) sont affines, G’ étant une C-algebre éiale (17.3.2); donc & =rK, ol A est
une C-algébre, &/* =A" avec A’ =A®,C’, et #=B, ol B est la fermeture intégrale de C dans A. L’algébre A’
est isomorphe au produit A] X A, ol A est une C’-algébre finie. Il suffira de prouver que B’=B®,C’, qui
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s’identifie par platitude & une sous-C’-algébre de A’, contient A; en effet, B’ se décomposera alors en produit A; X Ay
ol Aj est une sous-C’-algébre de Aj, et si ’on pose Ty = Spec(Ay), T'=T XyY’ sera somme de Z]= Spec(A])
et de T,, et g’| X] sera un isomorphisme de X} sur Zj, ce qui permettra de conclure comme dans (18.12.12).

Pour prouver que B contient A}, il suffit évidemment de prouver la proposition suivante, qui étend partielle-
ment (6.14.4) lorsqu’on ne fait plus d’hypothéses noethériennes :

Proposition (18.12.15). — Soient G un anneau, C’ une C-algébre étale, A une C-algébre, B la fermeture intégrale de C
dans A; on pose A’=AQ,C’, B =B®,C’, B’ s’identifiant ¢ une sous-algébre de A’; alors B’ est la fermeture intégrale
de C/ dans A’.

En considérant la famille filtrante croissante des sous-C-algébres de type fini de A et raisonnant comme
dans (6.14.4, II)), on peut d’abord supposer que A est.une C-algebre de type fini, donc de la forme E[J, ol
E=C[Ty, ..., T,] et 3 est un idéal de E; on a alors A’=E’[JE’, o E'=C'[Ty, ..., T,]. Soit (3J,) la famille
filtrante croissante des idéaux de type fini de E contenus dans J, de sorte que A est limite inductive des E[J;; si By
est la fermeture intégrale de C dans E/S;, B est limite inductive des By, comme le montre le raisonnement de (5.13.4).
De méme la fermeture intégrale de G’ dans E’[JE’ est limite inductive de la fermeture intégrale de G’ dans E'[3, E;
si on prouve que cette derniére est égale & B, ®,C’, il en résultera que B’ =£n(B;\®CC’) sera la fermeture

intégrale de G’ dans A’. On est ainsi ramené & prouver la proposition lorsque A est une C-algébre de présentation
Jinie.

Montrons ensuite qu’on peut se ramener au cas ol G est noethérien. En effet, C est réunion filtrante de ses sous-
Z-algebres de type fini C,, donc il résulte de (17.7.8) qu’il existe un indice o et une Cy-algébre étale C, tels que
¢ = C;@cac; en outre C’ est limite inductive des Cf = C;@ca Cs pour B>a. On peut en outre supposer,
puisque A est une C-algtbre de présentation finie, que A=Aa®ca C, ol A, est une Gy-algebre de type fini,
et A est limite inductive des Ag=A, ®C¢x Cg pour Bza (8.9.1). Le raisonnement de (5.13.4) montre alors
que B est la limite inductive des fermetures intégrales Bg des Cg dans Ag. De méme A’ est limite inductive des
AE; =Ag ®CB Cs =Aa®cu Cs pour Bxa, donc le méme raisonnement que ci-dessus montre qu’il suffira de
prouver que B[, = B°‘®0a G, est la fermeture intégrale de C) dans A.

Une fois ramené au cas o C est noethérien, la proposition devient un cas particulier de (6.14.4). Il faut
toutefois observer que, lorsque C est supposé éfale sur C noethérien, la démonstration de (6.14.4) n’exige plus le
délicat théoréme (6.14.1). En effet, les réductions successives de la preuve de (6. 14.4) raménent sans utiliser (6.14.1),
au cas ol G est intégre, A le corps des fractions de C. Comme alors B est un anneau normal et que le morphisme
Spec(B’)—>Spec(B) est étale, il résulte de (17.5.7) que B est un anneau normal; le raisonnement se termine en faisant
appel seulement au lemme élémentaire (6.14.1.1), mais non a la partie difficile de la preuve de (6.14.1).

Proposition (18.12.16). — Soient g : Y—>S un morphisme quasi-compact, f: X—>Y un morphisme séparé et quasi-fini.
Pour tout Oy-Module inversible &, ample relativement & S (I, 4.6.1), le Oy-Module f*(F) est ample relativement 4 S.

En effet, en vertu de (18.12.12), le morphisme f est quasi-affine, donc (II, 5.1.6) le Ox-Module Oy est ample
pour f. On en déduit (II, 4.6.13, (ii)) que 0X®@Xf*(.2”®”) =f*(£®") est ample relativement & S pour un 7

assez grand. Mais comme f*(£®") = (f*(#))®", cela entraine que f*(&) est ample relativement & S
(II, 4.6.9, (i)).

Corollaire (18.12.17). — Soient Z un schéma affine, h : X—>Z un morphisme de type fini, & un Og-Module inversible.
Avec les notations de (11, 4.5.2), les conditions de (11, 4.5.2) (qui équivalent au fait que & est ample) sont aussi équivalentes
@ chacune des suivantes :

b”) k est séparé, on a G(e) =X et le morphisme canonique u : G(g) —Proj(S) a ses fibres finies et discrétes.

b"”’) On a G(e) =X et le morphisme canonique u est radiciel.

Si Z =Spec(A), 'anneau S est canoniquement muni d’une structure de A-algébre graduée, donc on a un
morphisme structural g: Proj(S)—Z qui est séparé (II, 2.4.2), et on a h=gou.

Comme tout morphisme radiciel est séparé (1.8.7.1), b"’) entraine que % est séparé, donc entraine 4”).
Comme la condition 4) de (II, 4.5.2) entraine évidemment 5”’), il reste & voir que 4”’) entraine que £ est ample.
Puisque h=gou est de type fini par hypothése et que g est séparé, u est aussi de type fini (I, 6.3.4), donc I’hypo-
thése b”’) entraine que u est quasi-fini et séparé (I, 5.5.1). Pour prouver que £ est ample, nous allons appliquer
(18.12.16). Posons Y = Proj(S). Comme X est quasi-compact, il existe un entier n>o0 et un nombre fini d’élé-
ments f;€S, tels que les images réciproques »~1(D, (f;)) recouvrent X; on peut donc considérer z comme un
morphisme quasi-fini et séparé de X dans ’ouvert Y’ =L;|D +(f;) de Y. Considérons alors le 0y,-Module inversible

&' =04(n)| Y (II,2.5.8); il est trés ample relativement & Z (I, 4. 4. 3), et u*(#”) n’est autre par définition que Z®"
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(IL, 3.7.9, (i)). En vertu de (18.12.16), £®" est donc ample relativement & Z (ce qui équivaut a dire qu’il est
ample (II, 4.6.6)), et par suite il en est de méme de & (II, 4.5.6, (i)).

Nous laissons au lecteur le soin d’énoncer de méme des conditions équivalentes a celles de (II, 4.6.3) pour
les Ox-Modules relativement amples.

§ 19. IMMERSIONS REGULIERES ET PLATITUDE NORMALE

Le présent paragraphe est consacré, d’'une part a une étude des immersions réguliéres
(16.9.2) Y—X de préschémas, notamment dans le cas ot X et Y sont plats sur un
méme préschéma S; d’autre part, il donne des compléments sur les suites M-réguliéres
et la platitude normale, en généralisant notamment des résultats de platitude établis
par H. Hironaka dans sa théorie de la résolution des singularités [35].

19.1. Propriétés des immersions réguliéres.

Proposition (x9.x.1). — Sotent X un préschéma localement noethérien, j:Y—>X une
immersion, y un point régulier de Y. Pour que j soit une immersion réguliére au point p, il faut et il
suffit que X soit régulier au point j( ).

Compte tenu de (16.9.10), on est ramené a prouver le

Corollaire (19.1.2). — Soient A un anneau local noethérien, J un idéal de A; on suppose
que Ianneau quotient B = AT soit régulier. Pour que A soit régulier, il faut et 1l suffit que I'idéal
soit régulier. v

En effet, si A est régulier, on sait (0, 17.1.9) que J est engendré par une partie
d’un systéme régulier de parametres de A, donc [ est régulier. Inversement,
si 3 est régulier, et si (¥;);<;<, €t une suite A-réguliére engendrant J, (x;) fait partie
d’un systéme de paramétres de A (0, 16.4.1), donc on déduit de (0, 17.1.7) que A est
régulier.

Définition (19.x.3). — Soient X un préschéma, Y un sous-préschéma de X, U un ouvert
de X contenant Y et tel que Y soit défini par un Idéal ¢ de Oy; on suppose que F[ F* soit un
Oy] F-Module localement [libre (ce qui est le cas si Y est quasi-réguliérement immergé
dans X). Pour tout yeY, on appelle codimension transversale de Y dans X au point y et on note
codim; (Y, X) le rang du (0,/3,)-module libre £, 2. Si f:Z—X est une immersion
d’image Y, on appelle de méme codimension transversale de f au point z€Z la codimension tranversale
dans X au point f(z) du sous-préschéma Y.

Proposition (x9.x1.4). — Soient X un préschéma localement noethérien, Y un sous-préschéma
de X réguliérement immergé ; alors, pour tout yeY, on a
(19.1.4.1) codim, (Y, X) = codim, (Y, X).

En vertu de (5.1.8.2), codim, (Y, X) est égal a la plus petite valeur des dimen-
sions des anneaux locaux A=y ,, ou z est point générique d’une composante irréduc-
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tible de Y contenant y; comme un tel point z est contenu dans tout voisinage de y dans X,
F.] #2 est un A-module libre de rang n:codim;(Y, X); tout revient & voir que
dim(A)=n. Or, puisque z est point maximal du sous-préschéma Y défini par ¢, on a
dim(0x ,/ #,)=o0, donc Z, est un idéal de définition de Panneau local noethérien A;
en outre, I’hypothése que _# est quasi-régulier entraine que #™/ #™*1 est un

(A/7,)-module libre de rang (m :__,i;— : ) ; si 7 est la longueur de I’anneau artinien A/ #,,

la longueur de ¢™/ #™*! est donc r(m_nl__n;— I); le polynéme de Hilbert-Samuel de A

pour la filtration _# -préadique est donc bien de degré =, ce qui prouve la proposi-
tion (0, 16.2.3).

En vertu de (19.1.4), on dira désormais « codimension » au lieu de « codimension
transversale » lorsqu’il s’agira d’un sous-préschéma Y réguliérement immergé dans X
(méme lorsque X n’est pas localement noethérien).

Proposition (x9.1.5). — (i) Pour qu’une immersion j:Y—>X soit ouverte, il faut et il
suffit qu’elle soit réguliére et de codimension o en fout point.

(ii) Soient f:Y-—>X une tmmersion réguliére (resp. quasi-régulicre) g:X'—X un
morphisme plat, Y'=Y XxX'; alors le morphisme f'=fixy:Y —X' est une immersion régu-
liére (vesp. quasi-réguliére), et pour tout y'€Y', si y est la projection de y' dans Y, la codimension
de f' au point y' est égale & la codimension de f au point y. Inversement, si f est une immersion et
g: X'—>X un morphisme fidélement plat et quasi-compact, alors, si f' est une immersion quasi-
réguliére, 1l en est de méme de f.

(i) 8 f:Y>X et g:Z—>Y sont des immersions réguliéres, alors fog:Z—X est
une immersion réguliére, et pour tout zeZ, la codimension de fog au poini z est la somme de la

codimension de g au point z et de la codimension de f au point g(z). De plus, la suite d’homomorphismes
canoniques (16.2.7.1)

(r9.1.5.1) 0> (N 'yx) >N gx—>N gy >0

est exacte, et pour tout zeZ, il existe un voisinage de z dans Z dans lequel les restrictions des homo-
morphismes de cette suite forment une suite scindée.

(iv) Soient X un préschéma localement noethérien, f:Y—>X et g : Z—Y deux immersions,
z un point de Z. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) g est une immersion réguliére au point z et f une immersion réguliére au point g(z).

b) g et fog sont des immersions réguliéres au point z.

c) fog est une immersion réguliére au point z, f est une immersion réguliére au point g(z), et
la suite d’homomorphismes canoniques (19.1.5.1), restreinte & un voisinage ouvert assez petit de z
dans Z, est exacte et scindée.

(v) Soient X un préschéma localement noethérien, f:Y X, g:Z—Y deux immersions,
z un point de Z.; supposons que y = g(z) soit un point régulier de Y et x=f(g(z)) un point régulier
de X (ce qui entraine, par (19.1.1), que f est une immersion réguliére au point g(z)); alors,
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pour que fog soit une immersion réguliére au point z, il faut et il suffit que g soit une immersion
réguliére au point Z. :

L’assertion (i) est une autre maniére d’exprimer (16.1.10). Pour démontrer la
premiére assertion de (ii), on peut se borner au cas olt Y est un sous-préschéma fermé
de X défini par un Idéal régulier (resp. quasi-régulier) #; alors Y’ est le sous-préschéma
fermé de X' défini par I'Idéal g'( #)0x (I, 4.4.5) qui s’identifie ici & g°(_#) puisque g
est plat; en remplagant X par un ouvert affine assez petit, on peut supposer que ¢
admet une suite réguliere (resp. quasi-réguliere) de générateurs f; (sections de Ox
au-dessus de X). Si la suite (f;) est réguliére, il en est de méme de la suite (f;®1) (qui
engendre g'(_#)0x) en vertu de (0, 15.2.5); le résultat analogue pour les suites quasi-
réguliéres découle aussitét de la platitude de g et du critére (16.9.4). De méme, si g
est fidelement plat et quasi-compact, et si g'(#) est quasi-régulier, # est de type fini
en vertu de (2.5.2); par platitude, on a g (#)/¢ (F)>2=g(7/F?, donc, puisque
g (F] 7% estlocalement libre par hypothése (16.9.4),il enestde méme de £/ #2(2.5.2).
Enfin, la condition (iii) de (16.9.4) relative a g'(_#) entraine la méme condition pour ¢
en vertu de la fidele platitude de g (2.2.7). On conclut donc de (16.9.4) que £ est
quasi-régulier.

Pour prouver (iii), on peut de méme supposer que Y et Z sont des sous-préschémas
fermés de X, définis respectivement par des Idéaux #, %" de Oy tels que # CX; de plus,

on peut supposer qu’il existe des sections f; (1<i<m) de £ au-dessus de X engendrant _¢
i—1

et telles que pour 1<i<m, Pendomorphisme de 0O/ (.21 J;Ox) défini par f; soit injectif,
i=

et des sections f; (m+1<i<n) de X'/ ¢ au-dessus de X engendrant %'/ # et telles

1—1
que pour m-+1<i<n, l’endomorphisme de (0x/¢)/( +1j_§(0xlf)) défini par f
j=m

soit injectif. Pour tout ze€Z, soit U un voisinage ouvert de z dans X tel qu’il existe
une section f; de # au-dessus de U, dont f;|U soit la classe dans I'(U, %/ #)

i—1

pour m-1<i<n; alors (Ox/ 7)/( EH(@X/j)), restreint & U est isomorphe a
i1 i—1 7™

0U/((j[U)+i=§+1fi@U)=@U/(EIJ‘;(DU), et on voit donc que la suite (f;); <;<q €St régu-
litre dans @y; comme elle engendre °|U, cela prouve la premiére assertion de (iii).
Pour prouver la derniére assertion de (iii), on peut se borner (avec les mémes notations)
au cas ou les images # des f; dans A '/#? (pour 1<i<n) forment une base de
cet Ox/A-Module (16.9.5); pour la méme raison, on peut supposer que les ¢
tels que 1<i<m sont les images canoniques des éléments d’une base du O/ -
Module g"(#/,#?), et que les images canoniques # des # dans ('] #)/(#| #)? pour
m+1<i<n forment une base de cet Ox-#-Module. Cela achéve de prouver (iii).

Passons & la démonstration de (iv). Le fait que «) implique ¢) résulte de (iii).
Prouvons que ¢) implique @). Posons encore A =0y ., de sorte que Oy ., =A[3,
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Oz, =A[R avec JcK. Par hypothese, J et & sont des idéaux réguliers de A et on a
une suite exacte scindée

0—>J/IR>K/K*—(K/3) [(]]3I)* >0

(cf. (16.2.7)). Cela entraine qu’il existe des éléments f; (1<j<r+s) de K dont les
images f;' dans R/K® forment une base de cet (A/R)-module, et tels en outre que les f;
d’indice j<r appartiennent a J et sont tels que leurs images dans /IR forment une
base de cet (A/R)-module. Les f; pour 1<j<r-+s engendrent donc &, et les f; pour
1<j<r engendrent J puisque A est noethérien (Bourbaki, 4lg. comm., chap. II, § g,
n° 2, prop. 5); comme K est un idéal régulier, il résulte de (16.9.5) que la suite (f); <<, 44
est réguliére. Par définition, les images de f, 4, ..., f,., dans &/F forment donc une
suite réguliére dans cet (A/J)-module, ce qui achéve de prouver que ¢) entraine a)
dans (iv).

Enfin, compte tenu de (16.9.10), il est immédiat que (v), ainsi que I’équivalence
de a) et b) dans (iv), résultent du

Corollaire (19.1.6). — Soient A un anneau local noethérien, J, K deux idéaux de A contenus
dans son idéal maximal m et tels que JCK, A'=A[J, ]} =K/J. Alors :

(1) 8t J et K sont des idéaux réguliers, il en est de méme de K.

(i) 8 K et & sont des idéaux réguliers, il en est de méme de .

(iii) Supposons les anneaux A et A'=A[J réguliers. Pour que lidéal R soit régulier,
il faut et il suffit que K’ le soit.

L’assertion (i) est un cas particulier de (19.1.5, (iii)). Pour démontrer (ii), consi-
dérons I’homomorphisme surjectif canonique z: {/82 — {'/R2=8/({2+F). Comme
par hypothése R/K2% et R /K2 sont des (A/R)-modules libres, dont nous désignerons les
rangs respectifs par p+g¢ et ¢, le noyau de u est un (A/R)-module projectif (Bourbaki,
Alg., chap. II, ge éd., § 2, n° 2, prop. 4), donc libre de rang p puisque A/R est un anneau
local noethérien (Oyp, 10.1.3); autrement dit, il existe une base de £/R% dont les
p premiers éléments forment une base de (824 3)/R% Cela signifie encore (en vertu
du lemme de Nakayama) qu’il existe un systtme de générateurs (f);<i<p+q de K,
formant une suite réguliére dans A, telle que la suite ( f;); ¢; <, 50it formée d’¢léments de J;
il s’agit de montrer que cette derniere suite engendre J. Pour cela, désignons par J' €3
I'idéal qu’elle engendre; en considérant ’anneau A/J’, on voit qu’on est ramené a
prouver le lemme suivant :

Lemme (19.1.6.x1). — Soient B un anneau local noethérien d’idéal maximal v, (g;)1<j<,
une suite réguliere dans B d’éléments de m, b Uidéal qu'elle engendre, c¢Cb un idéal tel
que les images canoniques des g; dans B¢ forment encore une suite réguliére dans cet anneau. Alors
ona c=o.

Le lemme étant trivial pour ¢==0, raisonnons par récurrence sur ¢. L’hypothése
de récurrence, appliquée a I'anneau B/g;B et aux images canoniques des g; (2<7<¢)
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et de ¢ dans cet anneau quotient, montre que c¢Cg;B. Soit p I'idéal de B formé des xeB
tels que g;xec; on a donc ¢=g;d; mais comme par hypothése g, est régulier dans B/,
on a nécessairement d=¢, donc ¢=g,c. Comme ¢ est de type fini et que g, est contenu
dans le radical de B, le lemme de Nakayama montre que ¢=o.

Démontrons enfin Passertion (iii) de (19.1.6). En vertu de (i) et de (19.1.2),
il suffit de voir que si R est régulier, il en est de méme de &’. Notons que J est régulier
(19.1.2), et raisonnons par récurrence sur le rang ¢ du (A/J)-module libre /32
Si g=o0, on a J=o0 par le lemme de Nakayama et I’assertion est triviale. Comme A
et A/J sont réguliers, on sait (0, 17.1.9) que J est engendré par une partie & ¢ éléments
d’un systéme régulier de parameétres de A, donc, si f est un des éléments de ce systéme
de générateurs de J, A;=A[fA est régulier et f¢m? (0, 17.1.8). Soient J,, K&, lesimages
canoniques de J, & dans A;; ona J,CR;, A)/J;=A/J, donc A,/J; est régulier et par
suite J; est un idéal régulier (19.1.2). Montrons que K; est un idéal régulier dans A;;
comme & est un idéal régulier dans A, il suffit de montrer que f fait partie d’un systéme
régulier de générateurs de &, et pour cela (16.9.5) il suffit de montrer que 'image de f
dans K/(K2+4 mK)=K/mK fait partic d’'une base de cet (A/m)-espace vectoriel, autre-
ment dit que f¢mRK, ce qui résulte en effet de f¢m2 Alors, comme J;/3? est un
(A;/3;)-module libre de rang ¢—1, I’hypothese de récurrence montre que K =R;/J,
est un idéal régulier de A;/J;, et comme &’ s’identifie & & dans 'isomorphisme cano-
nique entre A/J et A,/J,, K’ est régulier. C.Q.F.D.

Remarques (19.1.7%7). — (i) Nous ignorons si le composé de deux immersions quasi-
réguliéres est quasi-réguliere.

(ii) Dans un espace annelé en anneaux locaux X, pour tout Idéal ¢ de 0Oy,
Ox| # est de type fini et a donc un support fermé dans X (0, 5.2.2). On peut par suite
définir comme dans (I, 4.1.3 et 4.2.1) les notions de sous-espace annelé (localement
fermé) de X défini par un Idéal # d’un faisceau 0y, ou U est un ouvert de X, et la notion
d’immersion. Les définitions d’immersions quasi-réguliéres et réguliéres, de codimension
transversale s’appliquent alors sans modification, et les résultats de (19.1.4, (i) & (iv))
sont encore valables, en supposant dans la seconde assertion de (i) et dans (iv) que le
faisceau Oy soit cohérent et les anneaux locaux Oy , noethériens; quant a (ii), il faut
définir Y’ comme le sous-espace annelé défini par le Ox.-Idéal g°(_#); les démonstrations
sont inchangées.

(x9.1x.8) Nous avons déja signalé (notamment dans (16.9.6, (ii))) que dans les
anneaux non noethériens, la notion de « suite réguliere » d’éléments de I’anneau ne
posséde pas les propriétés qui la rendraient utilisable. De récentes recherches semblent
montrer que la notion qui doit dans ce cas se substituer a celle de suite réguliere est
celle de suite £=(f;, ...,f,) ayant la propriété que le complexe de I’algeébre exté-
rieure K (f, M) (III, 1.1.3) ait son homologie nulle en degrés >o (cf. (III, 1.1.4)); voir
en particulier A. Grothendieck, Séminaire de géométrie algébrique, 1966, a paraitre
prochainement.
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19.2. Immersions transversalement réguliéres.

Définition (19.2.1). — Sotent u : X—S un morphisme de préschémas, F un Ox-Module
quasi-cohérent. On dit qu’une suite ( f;), < i<, de sections de F au-dessus de X est transversalement
F-réguliére relativement a S (ou relativement & u) si la suite (f;) est F-réguliére et telle
que les Ox-Modules F | (igi J;F) soient S-plats pour o<i<n. On dit qw’un Idéal quasi-cohérent #

de Ox est transversalement régulier relativement a S (ou relativement a #) en un point
xeSupp(Ox| #) s'il existe un voisinage ouvert U de x et une suite finie (f;) de sections de §
au-dessus de U qui est transversalement Oy-réguliére relativement & S et qui engendre ¢ |U.

Dans une A-algébre B, on dit qu’un idéal J est transversalement régulier relativement
aAsi ¢ =§ est transversalement régulier relativement & S==Spec(A) en tout point
de V(3J) dans Spec(B).

Définition (19.2.2). — Soient S un préschéma, X, Y deux S-préschémas, u:Y—>X
un S-morphisme qui est une immersion. On dit que u est une immersion transversalement réguliére
relativement & S en un point yeY s°il existe un voisinage V de u( y) dans X tel que le sous-préschéma
induit sur w(Y)n'V  par le sous-préschéma de X associé & u soit défini par un Idéal de Oy trans-
versalement régulier relativement & S au point u(y).

Il est clair que ’ensemble des points de Y ol une immersion est transversalement
réguliére relativement & S est ouvert dans Y; s’il est égal 2 Y, on dit simplement que u
est une immersion transversalement réguliére relativement @ S.

Si S->T est un morphisme plat, alors, si # est un Idéal de O transversalement
régulier relativement & S en xeX, il Pest aussi relativement a T (0, 6.2.1). Une
S-immersion Y—X transversalement réguliére en un point yeY relativement & S est
donc aussi une T-immersion transversalement réguliére relativement & T en ce point.

Proposition (19.2.3). — Soient S un préschéma, X, Y deux S-préschémas, u:Y—>X
un S-morphisme qui est une immersion transversalement réguliére relativement a S en un point yeY.
Alors, pour tout changement de base S'—S, si Uon pose X'=XXgS', Y'=Y XgS', Pimmersion
w=uwugy: Y —X' esttransversalement réguliére relativement a S’ en tout point y'€Y' au-dessus de y.

Cela résulte aussitét de la définition et de (0, 15.1.15).

Proposition (19.2.4). — Sotent S un préschéma, X, Y deux S-préschémas, w:Y—>X
un S-morphisme qui est une immersion. On suppose, soit que S et X sont localement noethériens,
soit que les morphismes structuraux g: X—S, h:Y—>S soient localement de présentation finie.
Sotent y un point de Y, s son image dans S. Les conditions sutvantes sont équivalentes :

a) u est transversalement réguliére relativement @ S au point y.

b) Les morphismes g et h sont plats au voisinage des points u(y) ety respectivement, et si
Pon pose X,=g=(s), Y,=h7Y(s), Pimmersion u,:Y,—~X, est réguliére au point y.

b’) Les morphismes g et h sont plats au voisinage des points u( p) et y respectivement, et, pour
tout changement de base S'—S, si Pon pose X'=XXgS', Y'=YXxgS', Pimmersion
w=uwgy:Y' X" est réguliére en tout point de Y' au-dessus de y.

c) Le morphisme h est plat au voisinage du point y, et I'immersion u est réguliére au voisinage
du point y.
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c') Le morphisme k est plat au voisinage du point y, et ’immersion u est quasi-réguliére
au voisinage du point y.

On a déja prouvé dans (19.2.3) que a) entraine 4’) sans hypothése de finitude,
et il est trivial que ') entraine 4). Montrons que 4) entraine ¢). On peut pour cela
(la question étant locale sur X et sur S) supposer que Y est un sous-préschéma fermé
de X défini par un Idéal quasi-cohérent # de 0y, et u I'injection canonique. L’hypothése
que Ox/ # est g-plat entraine que la suite

0 = F®q, k(s) = Ox® k(s) - (Ux] #)®¢_ k(s) -0

est exacte (0, 6.1.2), donc Y, est le sous-préschéma fermé de X, défini par I’'Idéal Z,
de Og =0x®p k(s) qui s’identific & F®y k(s)=_7/m, #. Considérons une suite
finie (f;) de sections de # au-dessus d’un voisinage de y dans X, dont les images dans
L, 2,4 #;) forment une base de ce (0 ,/(m,0 ,+ 7,))-module (qui est libre
en vertu de I’hypothese 4)). Puisque X, est localement noethérien, il résulte de (16.9.11),
(16.9.5) et de ’hypotheése &) que les images (f;),=/f;®1, sections de Z,=_¢®, k(s)
au-dessus d’un voisinage de y dans X,, forment une suite réguliére engendrant la restric-
tion de #, a ce voisinage. Comme m,0x , est contenu dans le radical de Oy ,, et que
dans les deux cas envisagés #, est un idéal de type fini de Oy ,, il résulte du lemme
de Nakayama que les (f;), engendrent aussi #,; comme ¢ est un Idéal de type fini
de 0y dans les deux cas envisagés, il y a un voisinage U de y dans X tel que les f;|U
engendrent Z|U (0;, 5.2.2). Le fait que 5) entraine ¢) est alors conséquence
de (0, 15.1.16) lorsque S et X sont localement noethériens, et de (11.3.8) lorsque g et &
sont localement de présentation finie; dans ce dernier cas, (11.3.8) prouve aussi ’équi-
valence de ¢) et ¢’) (qui est triviale lorsque X et S sont localement noethériens
(0, 15.1.11)). Enfin, si ¢) est vérifiée, pour prouver a), on peut encore se borner au cas
ol Y est un sous-préschéma fermé de X défini par #, et par hypothése, il y a une suite
réguliere (f;) de sections de # au-dessus d’un voisinage de y dans X telle que les f;
engendrent Z | U et que % soit plat dans U; pour voir que ¢) entraine a), il suffit encore
d’appliquer (0, 15.1.6) lorsque S et X sont localement noethériens, et (11.3.8) lorsque g
et & sont localement de présentation finie.

Remarques (19.2.5). — (1) Lorsque dans la condition &), on supprime ’hypothese
que £ est plat au voisinage de y, la condition ainsi modifiée n’entraine plus a). II suffit
de prendre pour S le spectre d’un anneau local qui n’est pas un corps, pour s le point
fermé de S, et Y=X,.

(ii) Supposons que Y soit un sous-préschéma fermé de X défini par un Idéal quasi-
cohérent # de Ox. On a prouvé au cours de la démonstration de (19.2.4) que, lorsque
les conditions équivalentes de cette proposition sont remplies, alors, pour tout systéme (f;)
de sections de _# au-dessus d’un voisinage de y dans X, tel que les images des f; dans
A, #,+ 72 forment une base de ce (Ox,/(m,0x ,+ #,))-module, il existe un
voisinage ouvert U de y» dans X tel que les f;|U vérifient les conditions de la
définition (19.2.1).
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Corollaire (19.2.6). — Supposons, soit que S et X soient localement noethériens, soit que g
et h soient localement de présentation finie. Supposons en outre que les fibres X, et Y, soient des
préschémas réguliers aux points u( p) et y respectivement, et que les morphismes g et h soient plats au
voisinage de u(y) et y respectivement. Alors Iimmersion Y —X est transversalement réguliére au
point x.

En effet, il résulte de (19.1.1) que I'immersion Y,—X, est réguliére au point x,
et il suffit d’appliquer (19.2.4, 5)).

Proposition (x9.2.7). — (1) Toute S-immersion ouverle est transversalement réguliére
relativement a S.

(ii) Soient f:Y-—>X une S-immersion, g:S'—S un morphisme et posons X'=Xg),
Y'=Yg, [ '=fg): Y — X', Sifest une immersion transversalement réguliére relativement a S,
S’ est une immersion transversalement réguliére relativement @ S'. La réciproque est vraie si g est
fidelement plat, et si de plus X et Y sont localement de présentation finie sur S.

(i) St f:Y>X et g:Z—>Y sont des immersions transversalement régulieres relativement
a S, il en est de méme de fog:Z—>X.

(iv) Sotent X un S-préschéma, f:Y—>X, g:Z—Y deux S-immersions. On suppose,
soit que S et X sotent localement noethériens, soit que X, Y et Z soient localement de présentation
Sfinie sur S. Alors, si g et fog sont transversalement réguliéres au point zeZ relativement @ S, f est
transversalement réguliére au point g(z) relativement a S.

(v) Sous les conditions générales de (iv), supposons que X et Y soient S-plats, Y, régulier
au point g(2) et X, régulier au point g(2); alors, si fog est transversalement réguliére au point Z,
il en est de méme de g.

L’assertion (i) est immédiate, et la premiére assertion de (ii) résulte aussitot de
(19.2.3). Pour démontrer la seconde assertion de (ii), appliquons (19.2.4) : X’ et Y’ étant
localement de présentation finie sur S’, il résulte d’abord de ce critere que X' et Y’
sont plats sur S’, donc X et Y sont plats sur S (2.5.1); d’autre part, pour tout seS,
si s'eS’ est un point au-dessus de s, Y, —>X. est par hypothése une immersion régu-
liere, et on déduit donc de (19.1.5, (i1)) qu’ll en est de méme de Y,—X,, puisque
ces préschémas sont localement noethériens et qu’il revient alors au méme de dire que
Pimmersion Y,—X, est réguliére ou quasi-réguliére. Pour prouver (iii), on se raméne
au cas ol Z est un sous-préschéma fermé de Y et Y un sous-préschéma fermé de X, et
on forme comme dans (19.1.5, (iii)) un systéme de générateurs de I'Idéal de Oy définis-
sant Z. Pour prouver (iv), on remarque que ’hypothése jointe & (19.2.4) montre d’abord
que X, Y et Z sont S-plats dans un voisinage de 2, et il suffit en outre, si s est 'image de z
dans S, de prouver que I'immersion f,:Y,—~>X, est réguliére au point z, sachant qu’il
en est de méme de g,:Z,—Y, et de f,og,; mais cela résulte de (19.1.5, (iv)). Enfin,
pour (v), on raisonne de la méme maniere que pour (iv); ’hypothése sur fog implique
déja par (19.2.4, b)) que Z est S-plat dans un voisinage de z, et il en est de méme de X
et Y par hypothése; on est alors ramené a prouver que g, est réguliére au point z, sachant
qu’il en est de méme de f,og,, ce qui découle de (19.1.5, (v)), vu les hypotheses faites
sur X, et Y,.
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Proposition (19.2.8). — Soient X un S-préschéma, Y un sous-préschéma fermé de X défini
par un Idéal quasi-cohérent ¢ de Ox, u :Y—>X [linjection canonique. St u est transversalement
réguliére relativement & S, les Ox-Modules #" et "] 7™ (o<n<m) sont S-plats aux poinis
de Y. Pour tout changement de base S'—S, si X'=Xg), Y=Y e w'=ug), ona
Gr,(u) =Gr,(u)®o Oy & isomorphisme prés pour tout n>o.

En effet, Oy et Ox/ ¢ sont par hypothése S-plats aux points de Y, et #"/ g"+!
est un (0Ox/#)-module localement libre (16.9.3), donc est S-plat aux points de Y. La
premiére assertion résulte alors de (0;, 6.1.2) et la seconde de (11.2.9.2).

La proposition suivante généralise et précise (17.16.1)

Proposition (x9.2.9). — Soient f: X—>S un morphisme, x un point de X, s=f(x).
Supposons que f soit de présentation finie au point x, et soit un morphisme de Cohen-Macaulay
au point x (6.8.1). Alors il existe un sous-préschéma Y de X contenant x et ayant les propriétés
sutvantes :

(1) L’injection canonique j:Y —>X est transversalement réguliére relativement & S.

(ii) Le morphisme g=foj:Y—>S est de Cohen-Macaulay (ce qui équivaut a dire,
compte tenu de (i), que toutes les fibres g=(g(»)) de g sont des préschémas de Cohen-
Macaulay).

(iil) Le point x est point maximal de Y,=g~*(s).

Posons X,=f"'(s); par hypothése, 'anneau Oy, , est de Cohen-Macaulay;
soit (£);<i<n Un systtme de paramétres de cet anneau, qui est donc une suite réguliére
(0, 16.5.7). Il y a un voisinage ouvert U de x dans X et des sections #; (1<i<n) de Oy
au-dessus de U telles que les ¢ soient les images canoniques des (%), dans ’anneau quo-
tient Ox_, de Oy ,. Soit # I'ldéal de Oy engendré par les %, et prenons pour Y le sous-
préschéma fermé de U défini par _#. On peut supposer que f| U est localement de présen-
tation finie, et il en est donc de méme de g par définition de Y; il résulte alors de
Péquivalence de ¢) et a) dans (11.3.8) que la suite ((%),) est réguliere dans Oy , et
que Oy , est plat sur Og ; en vertu de (11.3.1) f et g sont donc plats dans un voisinage
de x et il résulte de (19.2.4) que j est une immersion transversalement réguliére relati-
vement a S (en remplacant au besoin Y par YNV pour un voisinage ouvert V de «
dans X). On a ainsi prouvé (i) et on voit qu’on peut supposer que g:Y—S est un
morphisme plat. Comme Oy, ., quotient de Oy, , par 'idéal engendré par les ¢, est arti-
nien par construction (0, 16.3.6), x est point maximal de Y,. Enfin, ’anneau 0Oy, ,,
étant artinien, est un anneau de Cohen-Macaulay (0, 16.5.1), donc, en remplacant
au besoin Y par son intersection avec un voisinage ouvert de ¥ dans X, on peut supposer
que g est un morphisme de Cohen-Macaulay, en vertu de (12.1.7%, (iii)).

En particulier, on retrouve lexistence des « quasi-sections » plafes Y d’un
morphisme f:X—S en un point xe€X, qui est fermé dans X, et tel que f soit
plat au point x et que Oy , soit un anneau de Cohen-Macaulay (17.16.1) et
on voit en outre que l'immersion Y-—>X est transversalement régulidre relativement
a S. Ce dernier complément est aussi valable pour la quasi-section étale définie

dans (17.16.3, (i)).
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19.3. Intersections complétes relatives (cas plat).

Défimition (19.8.1). — Soit A un anneau local noethérien. On dit que A est un anneau
d’intersection compléte (ou encore, anneau d’intersection compléte absolue, s’il y a danger de
confusion) si le complété A est isomorphe au quotient d’un anneau local noethérien complet régulier B
par un idéal régulier (i.e. (16.9.7) un idéal engendré par une suite réguliére d’éléments de B).

Tout anneau local régulier est un anneau d’intersection compléte.

On dit qu'un préschéma localement noethérien X est intersection compléte (absolue)
au point xeX si Panneau O , est un anneau d’intersection compléte.

Proposition (19.3.2). — Soient B un anneau local noethérien régulier, J un idéal de B.
Pour que A =B|J soit un anneau d’intersection compléte, il faut et il suffit que idéal 5§ soit régulier
(i.e. (16.9.7) engendré par une suite réguliére d’éléments de B).

On peut écrire A=8B /33 et puisque B est un B-module fidélement plat et B noethé-
rien, 3B est régulier si et seulement si § Pest (19.1.5, (ii)). Ceci montre (en vertu de
(0, 17.1.5)) d’une part que la condition de I'énoncé est suffisante, et d’autre part que
pour prouver qu’elle est nécessaire, on peut se borner au cas ou A et B sont complets.
Par hypothese, il existe alors un anneau local noethérien complet régulier B’ tel que A
soit isomorphe a4 un quotient B'/J’, ot J’ est un idéal régulier de B’. Considérons alors le
produit fibré Bx,B’=B"" pour les homomorphismes surjectifs B—~A, B'—>A (0, 18.1.2);
nous prouverons d’abord le lemme suivant :

Lemme (19.3.2.1). — Sotent A, E, F trois anneaux, f: E—A, g: F—A deux homo-
morphismes, et posons G=EX,F (0,18.1.2).

(1) St f est surjectif et st L et ¥ sont des anneaux noethériens, il en est de méme
de G.

(i) 87 A, E et F sont des anneaux. locaux et si f et g sont des homomorphismes locaux, G est
un anneau local et les homomorphismes canoniques G—E, G—F sont locaux.

(iii) St les conditions de (i) et (ii) sont vérifides, si g est surjectif, et si E et F sont des anneaux
locaux noethériens complets, il en est de méme de G.

(i) Compte tenu de (0, 18.1.3 et 18.1.5), G est un A-anneau augmenté sur F,
dont l'idéal d’augmentation ' s’identifie canoniquement au noyau J de f, la structure
de G-module sur J¥’ s’identifiant & celle de E-module sur J au moyen de I’homomorphisme
canonique G—E. Si a est un idéal quelconque de G, a/(anJ’) est isomorphe a
(a+3J')/J’, donc & un idéal de F, et par suite est de type fini; d’autre part, anJ’ est
isomorphe &4 un idéal de E contenu dans J, donc est aussi de type fini, ce qui prouve
que a est de type fini, donc G est noethérien.

(ii) Soientt,s lesidéaux maximaux de E et F respectivement; I’ensemble m=1X,s
est évidemment un idéal de G, image réciproque de ¥ par la projection G—E etdes
par la projection G—F. On en déduit aussitdt que les éléments de m sont non inversibles
dans G. D’autre part, si (x, y)¢m, et si par exemple x¢r, f(x) n’appartient pas a Iidéal
maximal de A, donc, puisque g(») =f(x), et que g est local, on a aussi y¢s; on en
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conclut que x et y sont inversibles, donc il en est de méme de (x, y), ce qui achéve de
prouver (ii).

(iii) L’image de m par I’homomorphisme surjectif G—>E est 'idéal maximal t
de E, donc I'image de m"nJ’ est t"nJ, et comme J est fermé (donc complet) pour
la topologie induite par la topologie r-adique de E (0;, 7.3.5), 3’ est complet pour la
topologie induite par la topologie m-préadique de G. D’autre part, G/J’, muni de la
topologie m-préadique, est isomorphe & F muni de la topologie s-adique, donc est
complet pour la topologie quotient de la topologie m-préadique de G. On en déduit
aussitot que G est complet pour la topologie m-préadique.

Ce lemme étant établi, il résulte du théoréme de Cohen (0, 19.8.8) que B est
isomorphe a4 un quotient d’'un anneau local noethérien complet régulier C. 11 résulte
alors de (19.1.2) que 'immersion Spec(B’) — Spec(C) est réguliére; comme par hypo-
theése il en est de méme de 'immersion Spec(A) — Spec(B’), on conclut de (19.1.5, (iii))
que I'immersion Spec(A) — Spec(C) est réguliére; mais cette immersion s’écrit aussi
comme composée Spec(A) — Spec(B) — Spec(C). Or comme B est régulier par hypo-
thése, 'immersion Spec(B) — Spec(C) est réguliére (19.1.2); donc il en est de méme de
Spec(A) — Spec(B) par (19.1.5, (iv)).

Corollaire (x9.3.3). — Soit X un préschéma localement noethérien localement immersible
dans un préschéma régulier. Alors Pensemble des x€X o X est une intersection compléte est ouvert
dans X et contient ensemble des points réguliers de X.

On peut en effet se borner au cas ot X =Spec(B/J), oit B est un anneau régulier
et J un idéal de B. L’ensemble des pDJ dans Spec(B) tels que J, soit régulier dans B,
est alors ouvert (16.9.5), et c’est ’ensemble des points de Spec(B) ou X est une inter-
section compléte en vertu de (19.3.2).

Corollaire (x9.3.4). — Soient k un corps, X un préschéma localement de type fini sur k,
k' une extension de k, X' =X® k'. Soient x' un point de X', x sa projection dans X. Pour que X
sott intersection compléte en x, il faut et il suffit que X' soit intersection compléte en x'.

La question étant locale sur X, on peut supposer que X =Spec(A), ol A est une
k-algebre de type fini, donc quotient d’une algebre de polynémes £[T,, ..., T,], si bien
que X est sous-préschéma fermé du schéma régulier Y =Spec(k[T,, ..., T,]) (0,17.3.7).
Si Pon pose Y'=Y® k' =Spec(k'[Ty, ..., T,]), Y  est aussi un schéma régulier. Or,
puisque Spec(k’) est fidélement plat sur Spec(k), il résulte de (19.1.5, (ii)) et du fait
qu’il s’agit de préschémas noethériens que I'immersion Y—>X est réguliére au point x
si et seulement si I’immersion Y'—X’ T’est au point x’. La conclusion résulte donc du
critére (19.3.2).

Corollaire (19.3.5). — Soient A, C deux anneaux locaux noethériens, o : A—GC un
homomorphisme local, B=C|Y un anneau quotient de C, k le corps résiduel de A. On suppose
que ¢ fait de G un A-module plat, et que Panneau C® k est régulier. Alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) Lidéal  est transversalement régulier relativement a A.

b) B est un A-module plat, et B®,k est un anneau d’intersection compléte.
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En vertu de (19.2.4), la condition a) équivaut & dire que B est un A-module plat
et que JI®, % (qui s’identifie & un idéal de C®,% en vertu de la platitude de B sur
A (07, 6.1.2)) est régulier dans cet anneau. Comme I’anneau C®, £ est régulier, il revient
au méme, en vertu de (19.3.2), de dire (lorsque B est un A-module plat) que JI®, %
est un idéal régulier de C®, %, ou que B®, k= (C®,%)/(3®, k) est un anneau d’inter-
section compléte; d’onr le corollaire.

Définition (19.3.6). — Soit f:X—>S un morphisme plat localement de présentation
Sfinie. On dit que X est une intersection compléte relativement a S en un point x, si la fibre
STHSf(x)) est une intersection compléte (absolue) au point x. On dit que X est une intersection
complete relativement & S, ou que le morphisme f est un morphisme d’intersection compléte, si X est
intersection compléte relativement & S en chacun de ses points.

Proposition (19.3.7). — Soient g: XS, h:Y—>S deux morphismes plats localement
de présentation finie, f:Y—>X une S-immersion, y un point de Y, x=f(y), s=g(x)=h(y).
On suppose que la fibre X, =g~ '(s) soit réguliére au point x. Alors, pour que f soit une immersion
transversalement réguliére au point y, il faut et il suffit que Y soit une intersection compléte relativement
a S au point y.

Dire que f est transversalement réguliere au point y revient, en vertu de
(19.2.4), a dire que f,:Y,—~X, est une immersion réguliére au point y. Mais
comme X, est régulier au point x=f(y), cela équivaut, en vertu de (19.3.2),
a dire que Y, est intersection compléte (absolue) au point y, d’ou la proposition.

Corollaire (19.3.8). — Soit f:X—>S un morphisme plat localement de présentation
finie. L’ensemble U des xeX en lesquels X est une intersection compléte relativement & S est ouvert
dans X. Si de plus f est propre, Pensemble £ des seS tels que X,=f"(s) soit intersection
compléte en chacun de ses points est une partie ouverte de S.

Comme E=Y—f(X—U), la seconde assertion résulte de la premiére et du
fait que f est une application fermée. La premiere assertion est locale sur X, donc on
peut supposer que X est un sous-préschéma fermé d’un préschéma de la forme
Z=S[T,, ..., T,] (T,indéterminées). Ce dernier étant lisse sur S (17.3.8), ses fibres Z,
sont réguliéres, et il revient donc au méme, en vertu de (19.3.7), de dire que xeU
ou que 'immersion X-—>Z est transversalement réguliére au point x; on en conclut
donc le corollaire par (19.2.2).

Proposition (19.3.9). — (1) Toute immersion ouverte est un morphisme d’intersection
compléte.

(ii) Soit f: XS un morphisme plat et localement de présentation finie qui est un morphisme
d’intersection compléte. Pour tout changement de base g:S'—S, f'=fig): Xgy—>S" est un
morphisme d’intersection compléte. La réciproque est vraie si g est fidelement plat et quasi-
compact.

(i) 81 f:X—>Y et g:Y—>Z sont deux morphismes plats localement de présentation
Sfinie qui sont des morphismes d’intersection compléte, il en est de méme de gof : X —~Z.

L’assertion (i) découle aussitét de la définition (19.3.1). Pour prouver (ii),
remarquons d’abord que si f est plat et localement de présentation finie, il en est de
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méme de f' (2.1.4), la réciproque étant vraie si g est fidelement plat ((2.5.1) et
(2.7.1)); en outre pour tout s'e€S’, si s=g(s’), il est équivalent de dire que
S7(s) est une intersection compléte ou que f'~!(s’) est une intersection compléte
(19.3.4); d’ou (ii), compte tenu de ce que g est surjectif lorsqu’il est fid¢lement
plat.

Enfin, sous les hypothéses de (iii), gof est plat et localement de présentation finie.
Par définition (19.3.6), on est donc ramené au cas ol Z est le spectre d’un corps, et a
prouver alors que les anneaux locaux Oy , sont des anneaux d’intersection compleéte,
ce qui est contenu dans le résultat plus général suivant :

Corollaire (19.3.310). — Sotent f: X —S un morphisme plat localement de présentation
finie qui soit un morphisme d’infersection compléte, x un point de X, s=f(x). Si O, est un
anneau noethérien d’intersection compléte, il en est de méme de Oy ,.

On peut évidemment se borner au cas ot S ==Spec(A) avec A= 0y ,. Montrons
en outre qu’'on peut se borner au cas ol l’anneau local A est complet. En effet,
posons A'=A, X'=X®,A’, et soit s’ Punique point fermé de S'=Spec(A’), qui
est Punique point de S’ au-dessus de s; si f'=f5) : X'=>S’, la fibre f'7'(s) est
isomorphe canoniquement a f~(s), puisque A et A’ ont méme corps résiduel (I, 3.6.4);
il y a donc un seul point x'€X’ au-dessus de x et de s°, et on a par suite Oy, ,, = 0Ox ,®, A’.
On en déduit que les anneaux locaux Oy , et Oy ,, ont des complétés isomorphes, car de
fagon générale, si E est un anneau local qui est une A-algeébre (Phomomorphisme A—E
étant local), le séparé complété (E®,A)" de I'anneau E®,A muni de la topologie
produit tensoriel est isomorphe au séparé complété de E@gf‘x%ﬁ, donc au séparé
complété EdeE (0, 7.7.1). En vertu de la définition (19.3.1), il revient donc au méme
de dire que Oy , est un anncau d’intersection compléte, ou que Oy , est un anneau
d’intersection compléte.

Supposons donc A complet; on peut en outre supposer que X =Spec(B), B étant
quotient d’une algébre de polynémes C=A[T,, ..., T,]. Comme les anneaux de
polynémes sur un corps sont des anneaux réguliers (0, 17.3.7), il résulte de (19.3.7)
que 'immersion X—+Z =Spec(C) peut étre supposée transversalement régulicre relati-
vement 2 S; donc on peut supposer que B=C/J, ou J est engendré par une suite régu-
liere (g;)1<i<n d’éléments de C. D’autre part, puisque A est complet, on peut par hypo-
thése Pécrire A’/K, ot A’ est un anneau local régulier et & un idéal de A’ (0, 19.8.8),
et I’hypothése que A est un anneau d’intersection compléte entraine que K est
engendré par une suite réguliere (f)i<j<m (19.3.2). Dans I'anneau de polynémes
C'=A'[T,, ..., T,], les éléments f; (1<j<m) forment encore une suite réguliere
engendrant 'idéal K'=Q[T;, ..., T,] (0, 15.1.4); comme C'/R=C, on voit que si,
pour chaque 7, g; est un élément de C’ d’image g; dans G, la suite formée des f; (1<j<m)
et des g (1<i<n) est réguliere dans C'; si § est P'idéal de C' qu’elle engendre, on a
B=C’/J’, d’ou la conclusion en vertu de (19.3.2), puisque C’ est un anneau régulier

0, 17.3.7).
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19.4. Application : critéres de régularité et de lissité pour les préschémas
éclatés.

(19.4.1) Soient X un préschéma, Y un sous-préschéma fermé de X, défini par
un Idéal quasi-cohérent # de Ox. Rappelons (II, 8.1.3) que le X-schéma X’ obtenu
en faisant éclater Y est le préschéma

X'=Proj(#), ot F=@ F"

Si # est de type fini, le morphisme structural f:X’—X est projectif. Sans hypothése
sur #, le sous-préschéma fermé

Y'=f4(Y)

de X’ est défini par I’'Ildéal quasi-cohérent #0% de Oy, canoniquement isomorphe a
Ox.(1); de fagon plus précise, on a une suite exacte

~

(r9.4.1.1) 0 = Og.(1) 3 Og. — Oy, — 0

ol #0y est I'image de u, (II, 8.1.7 et 8.1.8). Comme au voisinage d’un point de X',
le Ox-Module 0x.(1) est libre de rang 1, #0 est engendré dans un tel voisinage par
une section inversible de Oy, et #0y.[ #20x est par suite un Oy [ ¢0x-Module libre
de rang 1. Ceci prouve la premiére assertion du lemme suivant :

Lemme (19.4.2). — L’immersion canonique Y'—>X' est réguliére et de codimension 1,
et Y' est canoniquement isomorphe au Y-schéma Proj(griy(0x)).

. La seconde assertion résulte de (I, 3.5.3) appliqué a Vinjection canonique Y-—>X,
compte tenu de ce que F®, Oy=gry(0x) par définition, puisque Oy est isomorphe
a Og|f et J"® (0x]F) a | 7"+

Corollaire (x9.4.3). — St Pimmersion canonique Y —>X est quasi-réguliére, la restriction
g:Y' =Y du morphisme f est lisse.

En effet, #yx=_#¢/#? est alors un Oy-Module localement libre de rang fini
et griy(0x) est isomorphe a 8p (A'yx) (16.9.8), donc Y’ est Y-isomorphe & P(Ayy)
et par suite est lisse sur Y (17.3.9).

Nous verrons plus tard (chap. V) que g est encore lisse lorsque I'immersion Y-+>X
« ne présente que des singularités ordinaires ».

Proposition (19.4.4). — Avec les notations de (19.4.1), supposons que X soit localement
noethérien et que le morphisme g :Y'—Y, restriction de f, soit lisse. Soient x' un point de Y',
x=g(x'). Pour que Y soit régulier au point x, il faut et 1l suffit que Y' soit régulier au point x';
lorsqu’il en est ainsi, X' est alors régulier au point x'.

La premiere assertion résulte de (17.5.8) et la seconde de (19.1.1) et (19.4.2).

Corollaire (19.4.5). — Sous les hypothéses générales de (19.4.4), supposons que Y soit
régulier au point x. Alors, pour toute générisation x, de x dans X n’appartenant pas & Y, X est
régulier au point x;. St Reg(X) est ouvert ((6.12), par exemple si X est excellent (7 8.6, (iii)))
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et st 'Y est régulier, alors il existe un voisinage ouvert U de Y dans X tel que X soit régulier aux
points de U—Y.

Pour prouver la premiére assertion, on peut se borner au cas ot X est un schéma
local de point fermé x; I’hypothése entraine alors que Y est régulier (0, 17.8.2), donc il
en est de méme de Y’ par (19.4.4). Notons maintenant que le morphisme f:X'—»>X
est projectif, donc propre, et par suite (II, 7.2.1), si Pon considére l'unique point x;
de X’ au-dessus de x, (IL, 8.1.3), il existe une spécialisation de x; appartenant a Y';
en lui appliquant (19.4.4) et utilisant (0, 17.5.2) on en conclut que X' est régulier au
point x7, donc X régulier au point ¥, puisque X'—Y’ estisomorphea X—Y (IL 8.1.3).
Si Y est régulier, tout point de X—Y qui est générisation d’'un point de Y appartient
donc a Reg(X); si Reg(X) est ouvert, U=YuReg(X) est donc localement constructible
et stable par générisation, donc ouvert (O, 9.2.5) et répond a la question.

Proposition (19.4.6). — Soient g:X—>S un morphisme, Y un sous-préschéma fermé
de X défini par un 1déal quasi-cohérent §, X' le X-schéma obtenu en faisant éclater Y, Y' I'image
réciproque de Y dans X'.

(1) Les conditions sutvantes sont équivalentes :

a) gry(0Ox) est une Ox-Algebre g-plate.

b) Pour tout n>o, le Ox-Module Ox| #"** est g-plat (en d’autres termes, le n-éme voisi-
nage infinitésimal Y™ de Y dans X (16.1.2) est S-plat).

c) Pour tout changement de base S;—S et tout entier n>1, si lon pose X;=2XXgS,,
I homomorphisme canonique fF"®q Oy — F"Ox, est bijectif.

Lorsqu’il en est ainsi, Y' est S-plat, et pour tout changement de base S;—S, si Y, est image
réciproque de Y dans X,, le préschéma X obtenu en faisant éclater Y, dans X, est canoniquement
tsomorphe @ X' XgS,.

(ii) Supposons que les conditions équivalentes de (i) soient satisfaites et de plus que les mor-
phismes X—S et Y—>S soient localement de présentation finie. Alors & =n€>f-)0 F" est une
Ox-Algebre de présentation finie, le morphisme X'~>X est de présentation finie, Pimmersion cano-
nique Y'—X' est transversalement réguliére de codimension 1 relativement & S, et Iensemble des
points de X (resp. X') ot X (resp. X') est S-plat, est un voisinage de Y (resp. Y').

(i) L’équivalence de a) et 4) résulte aussitét de (0f, 6.1.2); pour montrer I'équi-
valence de b) et ¢}, on peut se borner au cas ot S=_Spec(A) et X ==Spec(B) sont affines,

avec ¢ =§, ol J est un idéal de B; la suite exacte des Tor montre alors que Ia condi-
tion ¢) implique que Torf(B/J"*!, A’)=0 pour tout entier n>0 et toute A-algébre A’;
en prenant pour A’ une algébre somme directe A®M, ol M est un A-module quel-
conque et ot la multiplication est définie par (a, m)(a’, m’)=(aa’, am’+a’m) on voit que
la condition précédente équivaut & Tor#(B/J"*!, M)=o0, donc au fait que B/J"** est
un A-module plat. Si I'on pose #,=_¢®; 0y, on a alors ”G-?)ofi‘=(n€;)0jn)®ws@sl
et I’assertion relative au préschéma éclaté X s’en déduit aussitét. Enfin, pour prouver
que Y’ est S-plat, on peut encore se borner au cas ou S et X sont affines; si 'on pose

C=gry(B), tout point de Y’ admet alors, en vertu de (19.4.2) et de (I, 2.3.6), un
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voisinage ouvert affine dont 'anneau est de la forme Gy, o ¢ est un élément homogene
de degré 1 de C; comme par hypothése C est un A-module plat, il en est de méme de son
anneau de fractions C, et de la composante de degré o, Cy, de ce A-module gradué,
d’oll notre assertion.

(ii) On peut toujours se borner au cas o S et X sont affines, B étant donc une
A-algebre de présentation finie, § un idéal de type fini de B. En vertu de (8.9.1), (8.6.3)
et (11.2.9), il existe un sous-anneau noethérien A, de A, une Ag-algébre de type fini B,
un idéal 3, de B, tels que B=B,®, A, J=3,B, que gr§ (B,) soit un A;-module plat et que
gry(B)=grg (B,) ®,,A. En vertu de (i), on a alors ”§OS”=(n€>')OS(’)') ®, A= (M@OS(',‘) ®p, B;
comme n@;(’&',' est une By-algébre engendrée par 'idéal de type fini J, de Bo/, donc une
B,-algébre de type fini, et par suite de présentation finie puisque B, est noethérien, on
en déduit que n(-l;OS” est une B-algebre de présentation finie. De méme, le morphisme
Proj(ﬂ@ofs”) — Spec(B,) est de type :ﬁni (IL 2.7.1), :et par suite de présentation finie;
donc le morphisme X’'—X, qui s’en déduit par changement de base, est de présentation
finie. On sait déja (19.4.2) que 'immersion canonique Y'—>X' est réguliére; comme Y’
est S-plat, ainsi qu’on I’a vu dans (i), on déduit de (19.2.4) que immersion Y’'—X’
est transversalement réguliére relativement a S et que X’ est S-plat aux points de Y’,
donc (11.3.1) dans un voisinage ouvert de Y’. D’autre part, le fait que griy(0x) est une
Ox-Algebre S-plate entraine, par (11.3.4), que X est S-plat aux points de Y, donc (11.3.1)
dans un voisinage de Y.

Corollaire (19.4.7). — Sotent g : X—S un morphisme localement de présentation finie,
Y un sous-préschéma fermé de X tel que le morphisme composé Y —X—S soit localement de pré-
sentation finie; supposons en outre que Y soit S-plat et que Ox soit normalement plat le long de Y
(11.8.4). Alors (avec les notations de (19.4.1)), le morphisme X'—X est de présentation
Sfinie, Pimmersion canonique Y'—X' est transversalement réguliére de codimension 1 relativement
a S, Y’ est Y-plat (donc S-plat) et Iensemble des points de X (resp. X') ot X (resp. X') est
S-plat est un voisinage de Y (resp. Y').

En effet, par hypothése gry(Ox) est un (0x/#)-Module plat, donc est S-plat
puisque Y est supposé étre S-plat. On peut par suite appliquer les résultats de (19.4..6, (i)
et (ii)). Comme Y’ est Y-isomorphe a Proj(gry(0x)) (19.4.2), le méme raisonnement
que dans (19.4.6) montre que Y’ est Y-plat.

Proposition (19.4.8). — Supposons vérifices les hypothéses de (19.4.7) et en outre que
le morphisme Y'—Y soit lisse. Soient x' un point de X', x son image dans Y. Pour que Y soit
lisse sur S au point x, il faut et il suffit que Y' soit lisse sur S au point x' ; lorsqu’il en est ainsi,
X’ est alors lisse sur S au point x'.

Les conclusions précédentes sont en particulier vérifiées lorsque le morphisme X-—S est
localement de présentation finie et que Pimmersion Y —X est transversalement réguliére relativement
aS.

Compte tenu de la compatibilité de la formation d’un préschéma éclaté avec les
changements de base dans le cas envisagé (19.4.6, (i)) et de (17.5.1) et (17.7.1),
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il suffit de considérer le cas o S est le spectre d’un corps algébriquement clos. Mais
alors il revient au méme de dire qu'un S-préschéma localement de type fini est lisse
sur S en un point ou qu’il est régulier en ce point (17.15.1), donc les conclusions résultent
de (19.4.4).

Lorsque X—S est localement de présentation finie, et que I'immersion cano-
nique Y—>X est quasi-réguliére, cette immersion est par définition de présentation finie
puisque I’Idéal qui définit Y est de type fini, donc le morphisme composé Y—+X—S
est localement de présentation finie. On a déja vu (19.4.3) que dans ces conditions le
morphisme Y’'—Y estlisse; en outre, on sait alors que A'yx est un @y-Module localement
libre et que gry(0x) est isomorphe & 8y _(A7yx), donc est un Oy-Module plat. Les hypo-
théses de (19.4.7) sont donc toutes vérifiées et I'on peut appliquer les conclusions de
Pénoncé de (19.4.8).

Corollaire (19.4.9). — Sous les hypothéses générales de (19.4.8), supposons en outre
que Y soit lisse sur S au point x. Alors, pour toute générisation x, de x dans X n’appartenant pas & Y,
X est lisse sur S au point x,. St Y est lisse sur S, alors il existe un voisinage ouvert U de Y dans X
tel que X soit lisse sur S aux points de U—Y.

Pour la premiére assertion, on peut se borner au cas ol X est un schéma local de
point fermé x, et I'hypothése entraine alors que Y est lisse sur S, tout voisinage du point
fermé de Y dans Y étant nécessairement Y lui-méme; on conclut donc par le méme raison-
nement que dans (19.4.5), utilisant le fait que ’ensemble des points ott X’ est lisse sur S
est ouvert dans X', Pour prouver la seconde assertion, on peut se ramener au cas ou S
est noethérien, et X de type fini sur S, grice & (8.9.1), (8.6.3), (11.2.9) et (17.7.6);
on conclut alors comme dans (19.4.5), en utilisant le fait que I’ensemble des points ot X
est lisse sur S est ouvert dans X.

Remarque (19.4.10). — Dans (19.4.6, (i1)), remplagons I’hypothése que X et Y
sont localement de présentation finie sur S par celle que S et X (donc aussi Y) sont
localement noethériens. Alors il est clair que n(—)B() F" est une Ox-Algebre de type fini, que le
morphisme X’'—X est de type fini, et il résulte encore de (19.2.4) appliqué aux pré-
schémas localement noethériens, que 'immersion Y'—X' est transversalement réguliére
relativement & S et que X’ est S-plat aux points de Y'.

Proposition (19.4.11). — Sotent X un préschéma, & un Ox-Module quasi-cohérent,
u: &—>0x un homomorphisme de Ox-Modules, F=u(&) UIdéal quasi-cohérent de Ox image
de u, Y le sous-préschéma fermé de X défini par f. Soit X' le X-schéma obtenu en faisant éclater Y.
D’autre part, soient P=P(&) le fibré projectif sur X défini par & (I, 4.1.1), p:P—>X
le morphisme structural, of : p*(&) — Op(1) Ihomomorphisme canonique (IL, 4.1.5.1) et S son
noyau, de sorte qu’on a la suite exacte

4
0> > p' (&) = Op(1) >o.

Enfin, soit A" I'Idéal quasi-cohérent de Op image de la restriction v : #—0p de p'(u), et soit Z
le sous-préschéma fermé de P défini par A .
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(i) L’tmage de X' par P'immersion fermée j: X' —P(&) correspondant & I’ homomorphisme
surjectif de Ox-Algébres graduées 8y (&) — 8o _( #) ——>n(->l-)0 F" (I, 5.6.2) est un sous-préschéma
Sermé de Z.

(i) 8% & est un Ox-Module localement libre de rang m, H est un Op-Module localement
libre de rang m—1.

(iii) On suppose que X soit localement noethérien, que & soit localement libre de type fini,
que le sous-préschéma Y soit régulier, et qu’en tout point x€Y, [limmersion canonigue i:Y —+X
sout réguliere et de codimension égale d g, (&) (ce que nous exprimerons en disant que ’homo-
morphisme u est régulier au point x (cf. chap. V)). Alors Pimage de X' par I'immersion fermée
J: X' —>P est le sous-préschéma fermé Z de P; en tous les points de X' —Y' (Y’ image réciproque
de Y dans X') I'immersion j est transversalement réguliere relativement & X; enfin en tous les points x’
de X', X' est régulier, I'immersion j est réguliere et de codimension rg@P(%” ,) 0t z=j(x') (autrement
dit ’homomorphisme v : 5 —>0p est régulier en z).

Toutes les questions étant locales sur X, on peut se borner au cas ot X =Spec(A)
est affine et & =E, ou E est un A-module. Pour faire la vérification de (i), on peut en
outre se borner 4 examiner ce qui se passe dans un ouvert affine de P de la forme D (#),
ol teE=S}(E) (I, 2.3.14). Si I'on pose S=S,(E), on a alors TI'(D(¢), Op)=S5,,
(I, 2.4.1), et p(€)|D,(t)=(E®,Sy,)~. Si I'on se reporte & la définition de ok
(I, 2.6.2.2), on voit qu’a tout élément a:?x(i)@)((xg")x(z"). L)) M) de E®, S,
(ot x® et les #f? sont dans E) o«f fait correspondre I’élément %(x”’xﬁi). ol
de (S(1))y. Il s’agit (pour prouver (i)) de montrer que si ce dernier élément est nul,
alors il en est de méme l'image de o =uv(a)=Zu(x)(x{). P)/" par ’homomor-
phisme canonique Sy — (u(E))j (IL 3.6.2). br, cette image n’est autre que
?u(x(‘))u(xg")). cu(x) [(u(f))" dans Panneau A, cest-d-dire le produit de Ié¢lé-

ment u(¢) et de l'image canonique de 2 (xx{)...x)/"+1 par I’homomorphisme
d’algébres, prolongement canonique a Sy, de 'I’homomorphisme u:E—-A de A-modules.
Cela prouve donc (i).

Pour établir (ii), notons que l'on peut supposer que E est un A-module libre
de rang m; puisque af:E@ASU)»(S(I))(,) est surjectif et que (S(1)), est un
Sy-module libre de rang 1, la suite exacte

oF

est scindée, et Hy, est donc un S-module projectif de rang m—1, d’ou (ii).

Pour prouver (iii), examinons d’abord ce qui se passe au-dessus d’un point xe X —Y.
Alors u: &0y, restreint 3 un voisinage de x, est surjectif, donc on peut se borner au cas
ol fF=0x, cas ot X' s’identifie canoniquement a X. Pour voir alors que le sous-
préschéma fermé de P image de X' s’identifie 2 Z, on peut se borner comme au début
au cas cu X =Spec(A) estaffine, etenoutre E=A", desorteque S=A[T,, ..., T, _,].
On peut en outre, avec les notations du début, supposer u(f)+0 (les valeurs de ¢cE
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qui vérifient cette condition engendrant ’algebre symétrique S, (E)); changeant au besoin
de base dans E, on peut donc supposer que ¢t=T,, et «(T;)=o0 pour 1<i<m—r1,
de sorte que S(t) s'identifie canoniquement a A[T,, ..., T,_;]. Les éléments de H
sont alors les éléments de la forme XL (T)®T* de E®,A[T,, ..., T, ,] oi les
L (T)=%,0+21T1+... 4% pn_1T,_; doivent étre tels que XL (T)T*=o0 dans
Al[Ty, ..., T,_;]. On vérifie aisément que lorsque la condition Ayp=o0 est remplie,
les valeurs des A, peuvent étre prises arbitrairement pour |a|>1, et on peut toujours alors
déterminer les A,; pour i>1 de facon a vérifier la condition XL (T)T*=o. Les

éléments de I'idéal K correspondants sont alors les polynémes 2, T® sans terme constant,
o

et comme (S,(A)), s’identifie & A, ces polynémes sont exactement les éléments du noyau
de ’homomorphisme (S,(E)), — (S4(A))- On a ainsi prouvé (19.2.1) que 'immer-
sion j: X'—>P est transversalement réguliére relativement a X en tous les points de X’'—Y”’
et que j(X')=Z en ces points.

Reste a4 examiner ce qui se passe au-dessus d’un point xeY. L’hypotheése de « régu-
larité » de u en ce point faite dans (iii) équivaut (en vertu de (19.1.1) et de (0, 17.1.%))
& dire que X est régulier au point x et que ’homomorphisme ux®1: 65x®p__k(x) — m,/m2
est injectif. Cela étant, comme le morphisme p: P-—>X est lisse (17.3.9),’pour tout zeP
au-dessus de x, P est régulier au point z (17.5.8); en outre (0, 17.3.3) ’'homomorphisme
canonique

(19'4'11'1) (mz/mi)®k(x)k(z) g mz/mg

est injectif. On en déduit que I’homomorphisme

(éaz®l9x x@P,z)®(91, zk(Z) g mz/mz

déduit de p(u) est aussi injectif, car il s’écrit comme le composé

(gz®@x,xk(x))®k(w)k(z) g (mx/m2)®k(x)k(z) g mz/mz

ot la premiere fleche est injective par platitude et la seconde est ’homomorphisme injectif
(19.4.11.1). Comme J# est (dans un voisinage de z dans P) facteur direct de
E®y Up= £(&), ’homomorphisme »,®1 :sz®muk(z) — nt,/m2 est aussi injectif, ce
qui établit la « régularité » de I’'homomorphisme » au point z. Reste a voir que 'image
par j de X’ est identique au sous-préschéma fermé Z. Il suffira pour cela de montrer
d’une part que Pimage par j des points de ¢7'(x) (ou ¢:X'—>X est le morphisme
structural) sont exactement ceux de Znp~!(x) et d’autre part quen chacun de ces
points z=j(x'), '’homomorphisme surjectif 0,0 ., est bijectif. Mais, compte tenu
de P'hypothese et de (19.4.3), la restriction Y'Y de ¢ est lisse, et puisque Oy , est
supposé régulier, il en est de méme de Oy, ,» (17.5.8); en outre, I'immersion Y’'—X'
est réguli¢re (19.4.2), donc Oy, ,, est aussi un anneau régulier (19.1.1). Pour prouver
que ’homomorphisme @5 ,—0x. ,» est bijectif, il suffit donc de montrer que les dimen-
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sions de ces deux anneaux réguliers sont égales (0, 17.1.9). Mais en vertu de (0, 17.3.3),
cela équivaut aussi a 1’égalité des dimensions des deux anneaux @z,z®0x'xk(x) et
Ox:,»®o_ k(x), sibien que finalement on peut remplacer X’ et Z par les fibres g~ x) et
Zn p_l(pg) respectivement, et se ramener a prouver que le morphisme ¢~(x) >Znp~(x)
déduit de j est un isomorphisme. Or, on peut ici se borner au cas od X =Spec(B)
avec B=0y, et E=B", dou S=B[T,, ..., T,]; en outre, Phypothése signifie qu’il
existe un systtme régulier de paramétres (4);<;j<n, de B tel que u(T,)=¢# pour
1i<m (0,17.1.7); soit I I'image de u; si m est 'idéal maximal de B, on a
J"®p(B/m) =3"/mJ" = (J"/I"+ 1)@ (B/m) et par suite (16.9.4.1), (D JI")®Opk(x)
s'identifie & Ek(x)[T,, ..., T,], d’ou résulte que I'immersion ¢ '(x) —p~*(x) est ici
un isomorphisme; ceci implique a fortiori que le sous-préschéma fermé Znp~'(x) est
identique 2 la fibre p~'(x), et termine la démonstration de (19.4.11).

19.5. Critéres de M-régularité.

Nous reprenons ici, en les complétant, les critéres pour qu’une suite d’éléments
d’un anneau A soit M-réguliere ou M-quasi-réguliere (M étant un A-module), déja
étudiés dans (0, 15.1).

Théoreme (19.5.x). — Soient A un anneau, £=(f;)1<;<, une suite d’éléments de A,
M un A-module. Considérons les propriétés suivantes :

a) La suite £ est M-réguliére.

b) On a H(f, M)=o0 pour tout :>o (I 1.1.3).

b’) On a Hy(f, M)=o0.

c) La suite £ est M-quasi-réguliére.

Alors on a les implications

a)=>b)=>0b") e a)=c).

Posons 3:1:;1 SiA. St les modules M;=M| (gl JiM)  sont séparés pour la topologie
J-préadique (resp. si tout module quotient d’un sous-m()’dule de M est séparé pour la topologie
J-préadique), alors on a aussi Uimplication c)=>a) (resp. b’)=a)).

Les implications a) =¢), et ¢)=a) lorsque les M; sont séparés pour la topologie
J-préadique, ont déja été prouvées (0, 15.1.9), et ne sont données que pour mémoire.
On a aussi montré (II, 1.1.4 et 1.1.8.3) que a) entraine &), et ) implique triviale-
ment b'). Il reste donc a voir que lorsque tout module quotient d’un sous-module de M
est séparé pour la topologie J-préadique, 4’) entraine a). Raisonnons par récurrence
sur n. Pour n=1, Dassertion résulte trivialement des définitions, car alors H,(f, M)
n’est autre que le noyau de ’homothétie z~>f;z dans M (III, 1.1.1 et 1.1.2). Supposons
donc n>2, et posons f'=(f);<;<n_1; avec les notations de (III,1.1.2), on a
K,(f, M)=K (f)®,K, (f, M). On a donc (II, 1.1.4.1) la suite exacte

(r9.5.1.x) o —>Hy(f,, Hy(f', M)) —H,(f, M) —H,(/,, Hy(f’, M)) —>o.
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La relation H;(f, M)=o0 implique donc Hy(f,, Hy(f’', M))=o0 et H,(f,, Hy(f’, M))=o0.
La premiére de ces deux relations signifie que 'on a f H,(f’, M)=H,(f’, M) (I,
1.1.3.5). Or, par définition (I, 1.1.1), H,(f’, M) est isomorphe & un quotient d’un
sous-module N de M"~!; prenant sur M"~* la filtration des M/ pour j<n—1, sur N
la filtration induite et sur H,(f’, M) la filtration quotient de celle de N, on obtient sur
H,(f’, M) une filtration finie dont les quotients sont isomorphes a4 des quotients de
sous-modules de M, donc sont séparés pour la topologie J-préadique par hypothése.
Comme la relation f,H,(f’, M)=H,(f’, M) implique a fortior: JH,(f’;, M)=H,(f’, M),
on déduit de I’hypothése et des remarques précédentes que H,(f’, M)=o0. L’hypothése

de récurrence prouve alors que la suite f’ est M-réguliére. D’autre part, la relation
n—1

H,(f,, Ho(f, M))=o0 signific que f, est (M/( Z f;M))-régulier, donc la suite £ est
M-réguliere. =

Corollaire (19.5.2). — Supposons que A soit un anneau noethérien, que les f, (1<i<n)
appartiennent au radical de A et que M soit un A-module de type fini. Alors les quatre conditions a),
b), b’), ¢) de (19.5.1) sont équivalentes.

On sait en effet alors (0;, 7.3.5) que tout A-module de type fini est séparé pour la
topologie J-préadique.

Proposition (19.5.3). — Sozent

o->M->M->M"-—+0

n
une suite exacte de A-modules, £=(f;)1<i<, une suite M-réguliére, J= _21 Sf:A. Considérons les
propriétés suivantes : ”
a) La suite £ est M''-réguliére.
b) La filtration J-préadique de M' est induite sur M’ par la filtration J-préadique de M
(autrement dit, ’homomorphisme ca,nor;ique gre(M’) —:gr's(M) est injectif ).

c) L’homomorphisme canonique M’/ (igl M) - M/(ig1 SiM) est injectif.

Alors on a les implications a) =b) =>c), et a) entraine en outre que la suite £ est M'-réguliére.

St tout quotient d’un sous-module de M'' est séparé pour la topologie J-préadique, les
conditions a), b) et c) sont équivalentes.

11 est clair que ¢) est conséquence de 4). Prouvons que sous les hypothéses de la
derniére assertion, ¢) entraine a) : puisque f est M-réguliére, on a, par (19.5.1),
H,(f, M)=o0, d’ou une suite exacte, portion de la suite exacte d’homologie

o - H,(f, M") - Hy(f, M") - H(f, M).

Or, la condition ¢) exprime que ’homomorphisme Hy(f, M’) — Hy(f, M) est injectif
(IIL, 1.1.3.5); elle équivaut donc a H,(f, M"")=o0, d’ol, en vertu de ’hypothése de
séparation et de (19.5.1), le fait que f est M'’-réguliére.

Montrons ensuite que @) entraine ¢) et le fait que f est M'-réguli¢re, en procédant
par récurrence sur z. Pour n=1, f; étant M-régulier est aussi M'-régulier et la propriété ¢)
n’est autre que le lemme (3.4.1.4). Pour n>1, Phypothése de récurrence montre que
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si on pose £'=(f;,...,/u_1), la suite £’ est M’'-réguli¢re et I'on a, en vertu de ¢)
appliqué a £, une suite exacte

n—1 n—1 1

0 = MJ(Z M) > MJ(Z iM) > M"[( T fM") o,

n—1 n—1
Par hypothése, f, est (M/ (§1 fiM))-régulier et (M"’/ (,glf,-M”))-régu]ier, donc le méme
n—1 .
raisonnement montre d’une part que f, est (M’/(;1 fiM'))-régulier, et d’autre part,
en vertu de (3.4.1.4), que la suite "

n n n
o M/ Z fM) - M/ M) > M"[( Z £,M") >0
i= i= i=
est exacte, d’ou ¢).
Montrons enfin que a) entraine §). Comme la suite f est alors M-réguli¢re et
M’'-réguli¢re, donc M-quasi-réguliere et M’'-quasi-réguliére, on a des isomorphismes
canoniques

gry(M’) = gry(M')[Ty, ..., T, gry(M) = gr§(M)[Ty, ..., T,]

(0, 15.1.7), et comme on a vu ci-dessus que gr§(M’) — gr§(M) est injectif, il en est de
méme de gry(M’) — gry(M).
On notera encore que 1’équivalence des conditions a), 8), ¢) de (19.5.3) est valable

en particulier lorsque A est noethérien, M'" un A-module de type fini et que les f; appartiennent
au radical de A.

(x9.5.4) Dans la suite de ce numéro, nous conservons les notations A, £, M, J
de (19.5.1), et nous supposons de plus M muni d’une filtration décroissante (M) formée

de sous-A-modules, telle que M, =M. Rappelons (0, 15.1.5) que Pon définit alors sur M
une seconde filtration décroissante formée des sous-modules

Mi=M,+3IM;_;+ ... +37M, +3kM0

et que, si gr,(M) et gri(M) sont les A-modules gradués associés aux filtrations (M,)
et (M) respectivement, on définit un homomorphisme gradué surjectif de degré o
(0, 15.1.5.2)

u ¢ (8r.(M) @, (A [Ty, -, T,] = gri(M)

Rappelons aussi que 'on a ’homomorphisme canonique surjectif (0, 15.1.1.1)
Pryan) * (81.(M) B, (A[I)[T1, - .-, T,] = gry(gr.(M))

Théoréme (19.5.5). — Avec les notations de (19.5.4), considérons les propridiés suivantes :

a) La suite £ est gr,(M)-réguliére.

b) L’homomorphisme canonique Yy est bijectif.

c) L’homomorphisme canonique ¢y, ) est bijectif (autrement dit (0, 15.1.7), la suite £
est gr (M)-quasi-réguliére).
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On a alors les implications (*)

a)=b) =c).

En outre, si, pour tout entier k>o, les modules quotients des sous-modules de gr, (M) sont séparés
pour la topologie J-préadique (ce qui est le cas lorsque A est noethérien, que les f; sont dans
le radical de A et que les gr, (M) sont des A-modules de type fini), alors les conditions a), b)
et c) sont équivalentes.

L’implication a)=6) a été démontrée dans (0, 15.1.8); Pimplication ¢)=a)
sous ’hypothése de séparation est un cas particulier de (0, 15.1.9). Il reste & prouver
que &) implique ¢), ce qui va se faire en plusieurs étapes.

Nous désignerons par J Iidéal E‘Jl JiA engendré par les f;; pour toute suite

q=(¢;, ---» ¢, de n entiers >0, on posera |q|= _Elqi et fl=fufl . fin

(x9.5.5.1) Pour que Papplication {y soit injective (et par suite bijective), il faut et il
suffit que pour p=o et q=o la condition suivante soit vérifice :

() Pour toute famille (x7), =, @’ éléments de M,,, la relation

q

lqquqxgei§13q-1Mp—i+M;+q+1
implique xJeM,, ,+3IM, pour tout q tel que |q|=gq.

On procéde comme dans (0, 15.1.6) en considérant le sous-A-module Q ,; (resp. Q%)

des termes de degré £ au premier (resp. second) membre de (0, 15.1.5.2). Onmunit Q ,
de la filtration

(Qui= 2 (2 (g, ;(M)®,(A/3))T)

i<k—i il =j

et Q) de la filtration image formée des ¢y ((Q,);) = (Q%);; il suffit encore de prouver
que les homomorphismes ($y),; : gr:i(Q ) —>gr;(Q%) sont injectifs. Or, on a
gri(Q,) = mz:k_i((Mi/MiH)@A (AT = i =Zk~i (M (IM;+ M, )T
k—i—1

d’autre part, (Q}); .., est 'image de ;Eo i =M, .., dans M;/M; .. Ecrire que
(Ym)ss est injectif équivaut donc a écrire la condition (I,_,,); d’ol notre assertion.

(19.5.5.2) Pour que la suite £ soit gr ,(M)-quasi-réguliére, il suffit que, pour p>o0 et ¢>o,
la condition suivante soit vérifiée :

(S,,) Pour toute famille (x§)q,~, & éléments de M, la relation m2=qf UWreM, 4
implique x5eM,, s +IM, pour tout q tel que |q|=gq.

Par définition, dire que f est gr (M)-quasi-réguliére signifie que, pour tout p>o
et tout ¢>o0, une relation

2 f%eM, ., +3'7'M,

lal =¢

(*) L’implication &) =>¢c), sans hypothése de séparation sur les gr;(M), est due & P. Deligne, dont nous
reproduisons ci-dessous la démonstration.
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pour une famille (x]) -, d’éléments de M, entraine xfeM, ,+JIM, pour tout q
tel que |q|=g¢. Or lhypothése sur la suite (x?) signifie qu’il existe une famille
(J1) 1q) = Q’€éléments de IM,, telle que 'on ait lqlzzqf“(xf—yé’) eM, . La condition (S, ,)
entraine alors ] —)feM, . +3JM, pourtout q tel que |q|=y¢, d’ou #feM, ,+3IM,;
on voit donc que les conditions (S,,) entrainent que la suite f est gr (M)-quasi-
réguliére.

I1 suffit donc de prouver la proposition suivante :

(x9.5.5.3) Pour tout r>0, si les conditions (1,,) sont vérifides pour p—+ q<r, alors
les conditions (S, ,) sont vérifides pour p+ q<r.

Introduisons les conditions

(A,p) Pour toute famille (x§)y -, d’éléments de M, la relation quZ:qf“xf;eMp +1

q
implique Iqlz qf“xq”eizlﬁ‘l_iMpH.

Il est clair que la conjonction de (A, ,) et de (I,,) implique (S, ,). D’autre part,
les conditions (A, ,) et (S, ,) sont triviales. Par suite, (19.5.5.3) résultera de la proposi-
tion suivante :

(19.5-5.4) Quels que soient p>o0 et ¢>1, la condition (A, ,) est entrainée par la
conjonction des conditions (A, ), (L1 pi1)s (Ly—apra)s - vs Topag)-

En effet, une fois prouvée cette proposition, les conditions (I, ,) supposées vérifiées
pour p+¢<r entraineront, pour chaque p<r, la condition (A, ,) pour 1<¢<r—p,
par récurrence sur ¢.

Prouvons donc (19.5.5.4). Notons que la condition (A, ,) équivaut aussi a

q
(19.5.5.5) SqunMpHcingq_lMpH.

Soit donc meJ*t'M,nM,,,cIM,nM, . Appliquant la condition (A, ,), on
voit quil existe, pour chaque i tel que 1<i<g, une famille (y2*%),, _, ; d’éléments
de M, ,; telle que

q
m=3( I fur+),

i=1"|ql=q—i
Supposons que, pour 1<:<j (j>1), on ait prouvé que
JEHeIM, i+ My (pour |q|=g¢—1).
On en déduit par définition (19.5.4)

m—2Z( X fYrtieM;

i< el =q—i PHetl

Puisque par hypothese (I est vérifiée, on en déduit

+M

q—i,p+i)

P+
JiTeIM, i+l
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et, par récurrence sur j, on voit donc que cette condition est vérifiée pour tout j tel que

1<j<¢. On a donc
q g+1 )
meEISq“i(SMMi + Mp+i+1) = %z:“ Sq_H_lMde'
et on a ainsi prouvé (A, ,;,) et terminé la démonstration de (19.5.5).

Remarques (19.5.6). — (i) Les résultats de ce numéro gardent un sens et sont
valables lorsque, au lieu d’'un A-module M et d’éléments f,cA, on prend un objet M
d’une catégorie abélienne quelconque, et n endomorphismes f; de M qui commutent
deux a deux; les démonstrations s’adaptent sans peine a ce cas plus général. L’hypothése
de séparation pour un A-module N relativement a la topologie J-préadique doit ici étre

remplacée par ’hypothése que tout sous-objet de N contenu dans tous les 2 f7(N) (r entier

arbitraire) est nécessairement nul. La méme remarque s’applique aux résultats de 19.7.

(ii) Supposons que A soit un anneau gradué 4 degrés >o. Si M (resp. chaque
gr,(M)) est un A-module gradué a degrés bornés inférieurement et si les f; ne contiennent
pas de composant homogeéne de degré o, I’hypothése de séparation de (0, 15.1.9) est
ipso facto vérifiée pour M (resp. chaque gr,(M)), et on voit donc que dans ce cas on a
Pimplication ¢)=-a) dans (19.5.1) (resp. (19.5.5)).

(iii) Rappelons que, sans hypothése de séparation, I'implication ¢) =-5) n’est plus
valable méme pour n=1 (0, 15.1.12, (iii)).

19.6. Suites réguliéres relativement a2 un module filtré quotient.

(x9.6.x). Soient A un anneau, £=(f;, ..., f,) une suite finie d’éléments de A,
I=fAA4+...+f,A Tidéal qu’elle engendre, et considérons une suite exacte de A-modules

0—>Rl>N—p>M——>o

ot 'on suppose que N est muni d’une filtration décroissante (N,) formée de sous-
A-modules, avec Ny=N. On pose R,=R N, (filtration induite par (N,)), M, =p(N,)
(filtration quotient de (N,)), et on désigne par gr (N), gr (R) et gr,(M) les A-modules
gradués associés a ces trois filtrations. On pose d’autre part pour tout £,

N}Q =Nk+3Nk_1+ s +Sk—1N1 +SkN0

de sorte que M;=p(Np) =M, +3IM, _,+... +F* M, +J*M,; on pose d’autre part
R; =R nN; (filtration induite par (N;)), et on note gri(N), gr/(M) et gri(R) les A-modules
gradués associés a ces trois filtrations; on a donc un diagramme commutatif de suites
exactes '

gr(j) or, (N) gr(p)

o — gr(R) gr. (M) — o

(19.6.1.1)

o —> gr.(R) s gr.(N) pn griiM) — o
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ot les fleches verticales sont les homomorphismes canoniques d’'un module gradué associé
a une filtration dans le module gradué associé 4 une filtration moins fine.
On notera que si 'on pose

RY =R, +3IR_;+... +F 'R, + IR,

on a évidemment R} cRj, mais les filtrations (R;") et (R;) sont en général distinctes;
on notera gr.’(R) le A-module gradué associé¢ a la filtration (R}').
(19.6.2) On a défini en (0, 15.1.5.2) les homomorphismes surjectifs gradués
de degré o
by * (@r.(N)® (A/I)) [Ty, ..., T,] - gri(N)
by + (L. (M), (A[I) [Ty, - .., T,] — gri(M)
Yr (8. (R)®, (ALI) [Ty - .5 To] —>gr'(R)
dont les deux premiers sont déduits des deux derniéres fleches verticales de (19.6.1.1).
Comme la filtration (R;) est plus fine que (Ry) sur R, on a un homomorphisme cano-
nique v : gr.(R) — gr/(R); nous désignerons par ¢z ’homomorphisme composé yoypg.
Il résulte alors aussitdt des définitions que 'on a un diagramme commutatif

o}

l

(gr.(R)®, (A/) [Ty, ..., T,] % gr/(R)

i’l lgr’(i)

(19.6.2.1) (gr.(N)®, (A3 [Ty, .., T,] 2> gri(N)
p’l lgr’(p)

(gr.(M)®, (A/3) [Ty, - . ., T,] 2> gri(M)

3
l l
) o
ou les colonnes sont exactes.
Proposition (19.6.3). — Avec les notations précédentes, supposons que la suite £ soit
gr (N)-réguliére. Considérons les propriétés suivantes :
a) f est gr,(M)-réguliere.
b) gy est bijectif.
c) g est surjectif (autrement dit gr/(R) est engendré comme gry(A)-module par
Im(gr,(R) —gr/(R)).
d) {3 est injectif.
d’) L’ homomorphisme (Yg)o : gr.(R)®, (A[J) — gr.(R) obtenu en restreignant g aux
polyndmes de degré o, est injectif.
e) g est bijectif.
f) ' est injectif.
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£y L’homomorphisme gr (R)®,(A[T) — gr,(N)®,(A/T) oblenu en restreignant j' aux
polyndmes de degré o, est injectif. '

g) La filtration J-préadique de gr,(R) est induite par celle de gr (N).

h) Les filtrations (R}) et (Ry') sur R sont identiques.

On a alors les implications suivantes :

a) =e) = b)<«c)<h)
N X
g) > d) = d)<f)<1{)

En outre, lorsque tout module quotient d’un sous-module d’un gr,(M) est séparé pour la topo-
logie J-préadique (ce qui sera le cas lorsque A est noethérien, que les f; appartiennent au
radical de A et que les gr,(M) sont des A-modules de type fini), alors les conditions a) a h)
sont toutes équivalentes. '

Notons que d’aprés (19.5.5), de ’hypothése que f est gr (N)-réguliére, il résulte
que ¢y est bijectif; comme gr'(j) est injectif, 'équivalence de d) et f) résulte du
diagramme (19.6.2.1), ainsi que celle de d’) et f’) ; par ailleurs f) et f’) sont trivialement
équivalentes, ce qui montre équivalence de d), d'), f) et f').

Comme on sait déja que ¢ est surjectif et ¢y Dbijectif, I’équivalence de &)
et ¢) découle aussi du diagramme (19.6.2.1) par un cas particulier du lemme
des cing. \

La relation {p=vyoly (19.6.2) et le fait que ¢y est surjectif montrent que la
condition ¢) équivaut a dire que y est surjectif, ce qui équivaut encore a la condition %) ;
on a donc prouvé I'équivalence de b), ¢) et k).

Il est trivial que ¢) équivaut a la conjonction de ¢) et d), donc aussi de b) et d).
Notons maintenant que a) implique b) et que 4) implique @) sous 'hypothése de sépa-
ration (19.5.5). D’autre part, les implications a) =g) =f"), et 'implication f’) =-a)
sous ’hypothése de séparation, résultent de (19.5.3). On a donc prouvé que @) entraine ¢)
(équivalente a la conjonction de &) et f’)), et aussi que toutes les conditions sont équi-
valentes sous ’hypothése de séparation. C.Q.F.D. '

Corollaire (19.6.4). — Soient R un idéal de A, L=+ K. Supposons que la filtration (N})
(donc aussi (My)) soit la filtration K-préadique, de sorte que les filtrations (M) et (Ny) sont les
Siltrations L-préadiques. Considérons gr,(R) (resp. gri(R)) comme un module gradué sur gry(A)
(resp. grg(A)).

(i) Soit S une partie de gr (R) qui engendre gr,(R) comme gry(A)-module. Alors la condi-
tion c) de (19.6.3) équivaut & la condition suivante : :

c’) Limage de S dans gr.(R) par { engendre gr!(R) comme grg(A)-module.

(ii) Supposons vérifiée la condition €) de (19.6.3), et de plus que les quotients des gr,(R)
sotent séparés pour la topologie J-préadique (ce qui sera le cas lorsque A est noethérien, les f
dans le radical de A et les gr,(N) des A-modules de type fini). Alors, pour qu’une partie S
de gr (R) formée d’éléments homogénes engendre gr (R) comme gry(A)-module, il faut et il suffit
que son image par yy engendre gri(R) comme gry(A)-module.
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(i) Considérons ’homomorphisme de degré o
s+ (gra(A) Oy (AI)[Ty, - -5 T, = gri(A) =gry(A)

(0, 15.1.5.2). Le fait que cet homomorphisme soit surjectif entraine que la sous-
grg(A)-algebre de gr/(R) engendrée par S'={g(S) n’est autre que Im(¢3), d’ou ’équi-
valence de ¢) et ¢’).

ii) Puisque ¢) est vérifiée, il en est de méme de ¢), et en vertu de (i), il reste a
prouver la suffisance de la condition de I’énoncé. Or, comme ¢y est bijectif, dire que S’
engendre gr/(R) considéré comme grg(A)-module équivaut a dire que S engendre
(gr.(R)®, (A/3)[T,, ..., T,] comme gry(A)-module, et en vertu de la surjectivité de ¢,
on peut dans cet énoncé remplacer I'anneau grg(A) par (grg(A)®, (A/I)) [Ty, ..., T,
Il revient évidemment au méme de dire que S engendre gr (R)®,(A/J) en tant que
module sur I'anneau grg(A)®, (A/J), ou aussi en tant que grg(A)-module. Or, si T
est le sous-grg(A)-module gradué de gr (R) engendré par S, et si 'on pose T'=gr (R)/T,
on a par hypothése T'/JT’'=o0, ou JT'="T"; mais T" est un module gradué, et chaque T,
est un quotient de gr,(R), donc séparé pour la topologie J-préadique; I’hypothése
JT,=T, entraine donc T,=o pour tout entier p, donc T'=o0, ce qui acheve de
prouver le corollaire.

19.7. Critére de platitude normale de Hironaka.

Théoréme (19.7.1) (Hironaka). — Soient A un anneau, K un idéal de A, £=(f;, ..., 1)
une suite d’éléments de A qui est (A[R)-réguliére, S=fA+...+f,A Pidéal engendré par f,
=3+ 8, M un A-module.

On a dans ce cas (gr(M))®, (A[3) = (gris(M)) ®, (A/2) — (gri(M)) ®0 (A /L), car
(R"M/K" M) ®, (A/J)=K"M/(K"T1+I/KYM = Q"M /(K" T+ Q]/"M, et la derniére
égalité résulte de Bourbaki, Alg., chap. II, 3¢ éd., § 3, n® 7, cor. 2 de la prop. 6.

Considérons les conditions suivantes :

a) gra(M) est un (A/R)-module plat.

b) gro(M) est un (A[Q)-module plat et I’homomorphisme canonique (0, 15.1.5.2)

Yu 2 ((8r7(M)) ®, (AT, ..., T,] — gra(M)

est bijectif.

c) (gra(M))®,q (A/L) est un (AJL)-module plat et la suite £ est (gra(M))-réguliére.

d) gra(M) est un (A[R)-module plat, et pour tout peAssyq(A/R), (gra(M)), est un
(A/R)-module plat.

On a alors les implications

a) =c) = b)
N
d)

Lorsque tout quotient d’un sous-module d’un gri(M) (p=0) est idéalement séparé pour J

(Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 5, n° 1), les conditions a), b) et c) sont équivalentes.
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Enfin, lorsque A est noethérien, que les f; appartiennent au radical de A, que la suite £ est
gra(A)-régulicre et que M est un A-module de type fini, les conditions a), b), c), d) sont
équivalentes.

L’implication a)=¢) est immédiate (0, 15.1.13). Si ¢) est vérifide, il résulte
de (19.5.5) que {y est bijectif; en outre, grg(M)®, (A/L)=grg(M)®,q(A/L) est
un (A/Q)-module plat, donc il en est de méme de (gra(M)®, (A/L))[T,, ..., T,],
et par suite de grg(M) puisque ¢y est un (A/Q)-isomorphisme; donc ¢) entraine &).
Le fait que @) implique 4) montre aussitét que ) implique aussi d).

Lorsque tout quotient d’un gri(M) est idéalement séparé pour J, il résulte
de (19.5.5) que la condition 4) entraine que f est (grg(M))-réguliére; en outre, comme
(gra(M)®,,q (A/))[ Ty, ..., T,], isomorphe a grg(M), est alors un (A/8)-module plat,
il en est de méme de grg(M)®,,q (A/L), qui en est un facteur direct; cela prouve donc
que b) entraine alors ¢). D’autre part, sous la méme hypothese, ¢) entraine ¢) en vertu
de (0, 15.1.21) (o on peut remplacer I’hypothése noethérienne par I’hypothése que M
est idéalement séparé pour J, en vertu de (O, 10.2.1)).

I1 reste donc a prouver que lorsque A est noethérien, M de type fini et que les f;
appartiennent au radical de A, d) entraine a).

Il existe par hypotheése un A-module libre de type fini N et une suite exacte
0—>R—->N->M-—o. Il suffit de prouver que d) entraine &), puisque tout quotient d’un
sous-module d’un gri (M) est alors idéalement séparé pour J, en vertu du fait que gri(M)
est un A-module de type fini, que J est contenu dans le radical de A, et que A est noethé-
rien (Bourbaki, 4lg. comm., chap. III, § 5, n° 1); en d’autres termes, il s’agit de voir
que Yy est bijectif.

Comme par hypothése la suite £ est grg(A)-réguliére, elle est aussi grg(N)-réguliére;
on peut par suite appliquer (19.6.3), car tout module quotient d’un sous-module d’un
gr&(M) est alors séparé pour la topologie J-préadique puisque les f; appartiennent au
radical de A par hypothése. Le diagramme commutatif (19.6.2.1) s’écrit donc ici

(8ra(R, N)®,q (A/Q)) [Ty, - .., T,] — gri

! .

(19.7.1.1) (gra(N) @y (A/R)[T,, ..., T,] — grg

|

(gra(M) ®, 2 (AJ) [Ty, ..., T,] 2> grg

!

)

s N)

S < B <«—o

N)

)

0 <3 <
S

ot gra(R, N) (resp. grg(R, N)) est le gradué associé & R pour la filtration des Rn "N
(resp. RnL"N); rappelons que dans ce diagramme les colonnes sont exactes et que Yy
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est byectif. Il s’agit, en vertu de (19.6.3), de prouver que g est surjeciif, ce qui va étre
fait en plusieurs étapes.

(19.7.1.2) Posons B—gryA®,q(A/2), P=gra(N)®ye(A/2), Q=gra(R, N);
puisque ¢y est bijectif, P[T,, ..., T,] s’identifie a grg(N), et Q & un sous-
B[T,, ..., T,]-module de P[Ty, ..., T,]; nous allons d’abord voir que l’on a

(19.7.1.3) —(QaP)[T,, ..., T,].
Pour cela, posons Z=0Q [((QnP)[T,, ..., T,]); c’est un sous-B[T,, ..., T,]-

module de P[T,, ..., T,]/(QnP)[T,, ..., T,])=F/(QnP)[T,, ..., T,]. En tant
que (A/8)-module, il est donc isomorphe a un sous-module d’une somme directe de
(A/Q)-modules isomorphes & P/(QnP)=P+Q)/Q. Mais (P4+Q)/Q est un
(A/8)-module isomorphe & un sous-module de P[T,, ..., T,]/Q, qui n’est autre que

gra(M) en vertu du diagramme (19.7.1.1). On a donc
(r9.7.1.4) Assyo(Z) C Assya(gre(M)).

Mais chacun des gry (M) est par hypothése un (A/Q)-module plat de type fini,
. donc projectif puisque A/ est noethérien, et on a par suite Ass,o(gre(M)) CAss,o(A/L).
Pour voir que Z =o, il suffit par suite (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 1, n° 1, cor. 1
de la prop. 2 et n° 3, prop. 7) de voir que pour tout qeAssyo(A/L), on a Z;=o0. Mais
les idéaux de Assy(A/L) sont les idéaux de la forme p/(8/K), ol peAss,z(A/L),
et il revient donc au méme de voir que Z,=o0 pour tout peAss,3(A/8). Or,si p=1/K,
ol r est un idéal premier de A, on a (grg(M))ngrgr(Mr) et (A/K),=A/K,, et
les images des f; dans A, forment une suite grg (A,)-réguliere (0, 15.1.14); appliquant
a A,, 8 et M, Pimplication a)=5) de I'énoncé, on voit que I’hypothése d) entraine
que ¢y, est bijectif, donc aussi {;, en vertu de (19.6.3); en d’autres termes,

=Q: [Ty, ..., T,], ol on a posé¢ Q' =grgx(R, N)®q(A/L), qui est ici un sous-
B-module de P; en particulier Q;=Q nP,, donc finalement on a bien Z,=Z,=o,
ce qui achéve de démontrer (19.7.1.3).

(x9.7.x.5) En vertu de (19.7.1.3), pour prouver que ¢y est surjectif, il suffit
de montrer que tout élément homogeéne de degré m de QnP est 'image d’un élément
de méme degré de gryx(R, N)®, q(A/L). Or, les éléments de degré m de P s’identifient
(par ¢y) aux éléments de gry(N) qui appartiennent & (R"N 4 2" +!N)/2"+!N; ceux qui
sont images d’éléments de grix(R, N)®,q(A/8) s’identifient aux €éléments de grg(N)
appartenant a2 ((Rn &”N)-+27+IN)/¢"*+IN, Il suffira donc finalement de prouver,
pour tout entier m>o, linclusion

(R 2"N)+ 27 +IN) a (R™N + 2" +IN)C (R n K" N) + £ +1N,

Comme RKCQg, on vérifie aussitét que le premier membre de cette relation est égal
3 (Rn(|™N-+LQm*IN))+2m*IN, si bien que tout se réduit & prouver

(19.7.1.6) R (RN + 27 +N)C (R n {"N) + g»+1N.
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Nous procéderons par récurrence sur m, supposant donc (19.7.1.6) vérifiée lorsqu’on
remplace m par un entier m’'<m. Nous considérerons d’autre part, pour m fixé et pour
un entier d>o, la relation

(%) R (|"N + 2"+ N)C(R n {N n g"N) 4 ¢ +1N.

Il est clair qu’il suffit de démontrer (*;) pour d=m, et d’autre part (%,) est trivia-
q a) P P 0
lement vraie. Nous prouverons (%;) par récurrence sur d; autrement dit, nous supposons
P d p t] pp b
pour un dzo fixé (avec d<<m), que (*,) est vraie, et nous voulons prouver

(*341) Ra(|K™"N + 2" N)C(Rn KN n g"N) 4 g™ +IN,
Considérons pour cela, pour un k>o0, la relation

(#%,401,)  Rn({"N+2"HIN)C(Rn (RN + K7€'N) n 2"N) + 2" *+!N

L’hypothése (x;) implique que (%*;,,,) est vraie. Nous prouverons par récurrence
sur b que (*%;,,,) est vraie pour fout h>o. Mais on a le

Lemme (x9.7%.1.7). — Sotent A un anneau noethérien, N un A-module de type fini,
E, F deux sous-modules de N, L un idéal de A. Pour tout k>o 1l existe h>o tel que
En(F+2N)c(EnF)4 LN

En effet, soit ¢ :N —- N/(EnF)=N; T’homomorphisme canonique, et posons
E,=¢(E), F,=¢(F), de sorte que E;nF,=0 et ¢(En(F+2"N))=E,n(F,+2"N,).
On sait (07, 7.3.2) qu’il existe % tel que (E;+F;)n8"N,c@(E,+F,); si k est ainsi
choisi et si x,eE; est tel qu’il existe »,€F; pour lequel x,—»,eQ"N;, on en déduit
d’aprés ce qui précéde qu’il existe u,eQ*E; et 2,eQ¥F; tels que x=u; et y;=u0,;
donc E,n(F,+ 2!N,)c€*N,, ce qui prouve le lemme.

Il suffit alors d’appliquer ce lemme avec E=Rng"N, F=R**IN et de
prendre £=m-4-1 pour en déduire qu’avec la valeur de % correspondante, (¥%;,,,)
entraine (%;,).

Nous supposons donc dans tout ce qui suit que (#%;,,,) est vérifide.

(x9.7.x.8) Démonstration de (%%y,,4.q) : Premier cas : h<m—d.

Partons donc d’un élément

(19.7.1.9) geRn (K IN + K¢"N)n €"N

congru mod.2”*!N & un élément g,eRn(]™"N +L"*'N); on a donc
(19.7.1.10) geR/™N 4 2"+ 1IN,

Il suffira de prouver que g est aussi congru mod.8"+!N 2 un élément

g:eRn (KIFIN 4 RIQHH1N),

car cela entrainera g,eQ™N, puisque on aura gef®™N et g,—geQ™+!N. Dans le
cas h<m-—d que nous considérons, il suffit de démontrer la relation

(19.7.x.11) (]"N + 2"+ IN) n RINc g™+ 1 QIN + RI*HIN
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car les relations (19.7.1.9) et (19.7.1.10) entrainent que g appartient au premier
membre de (19.7.1.11), et comme h<m—d, on a L *+lcQ@t*+! ce qui établira
(#%44 1544). Dailleurs on a K"Nc RN, et la relation

(r9.7.1.12) Qm+IN A QRIN c @n—2+1 QIN

entrainera (19.7.1.11). Comme N est un A-module libre de type fini, on voit qu’il
suffit donc de prouver

(19.7.1.13) Ly W W S U
Il suffira de prouver que, de fagon générale, pour d<m, on a
(x9.7.1.14) Eriia RICQEmITIRI L QI+

En effet, comme Kcg, donc £~ ?+1{cQ™*! la relation précédente entrainera
ﬁm'i'lnRdcﬁm_d+1ﬁd+2m+lhﬁd+1
et par récurrence sur d<<m, on en conclura
2m+1anc2m—d+lﬁd+Rm+1
d’olt (19.7.1.13), puisque K™+Hicgr—i+ige

Comme =3+ K, la relation (19.7.1.14) s’écrit aussi

(19.7.x.15)  (I"MHI"K+...+IK"H /") aRC
csm—d+1ﬁd+3m—dﬁd+1+“.+Sﬁm+ﬁm+1+Rd+1=@m_d+1ﬁd+ﬁd+1.

Nous allons voir que cette inclusion est elle-méme conséquence de
(r9.7.1.16) KRG A Ko+ RetHIg—t

valable pour ¢zo, b>1. En effet, il suffit, pour prouver (19.7.1.15) de montrer que
pour 0<¢<d, on a

(x9.7.1.1%) (" LI"R+. I/ /™) A Ric
C(3m+1—qRq+Sm—qﬁq+1+.”_{_Rm+1)an

car pour ¢==d, cela entrainera (19.7.1.15). Or, pour prouver (19.7.1.17), il suffit
de procéder par récurrence sur ¢ en supposant la relation vraie pour ¢<d; un
élément du premier membre s’écrit donc par hypothése y+z avec yeJI"T17IRY
ZeJPTIRIFLL L.+ /™Y comme y+zeRICKRITY, on en déduit yeRITY, puisque
z2eR2*T!; tenant compte de (19.7.1.16), on a peJF" IR donc

PAzeI"TIRIT L LR ety fzef?

par hypothese, ce qui prouve (19.7.1.17) ol ¢ a été remplacé par g+ 1.

Reste donc a établir (19.7.1.16). Un élément du premier membre s’écrit
afi+...+a,f,, oules q appartiennent 3 K°J’~!; tenant compte de ce que la suite £
est (R*/K**1)-réguliere par hypothése, donc aussi (R2/R**')-quasi-réguliére (0, 15.1.9),
il résulte de la définition (0, 15.1.7) que la relation a, f;+...+a, £,eR*T, onles 4,efK%
entraine nécessairement ¢,eR**Y, donc ¢eRK°JI'"'nK**T!; il suffit de raisonner par
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récurrence sur b pour b>1 (le cas b=1 étant trivial) pour achever de prouver
(19.7.1.16) et par suite aussi (%%;,4;.4) pour hA<m—d.

(x9.7.1.18) Démenstration de (%%, 3 4); Deuxiéme cas : h>m—d.

Nous allons tout d’abord démontrer que, pour fout 2>0, on a

(19.7.1.19) R (KRN 4+ K42"N) c (R n RN) + L F1RN 4+ {R4+IN,

Considérons pour cela un élément z du premier membre de (19.7.1.19). Notons
que Ton a KN4+ KIPN=RKIT'N+K'J'N puisque L=R-4F; nous allons
considérer la classe Z de z dans gri(gr&(N)), qui, en vertu de (19.5.5) et de I’hypo-
theése sur f, s’identifie & un sous-(A/Q)-module de gri*?(N). Du fait que zeR, nous
allons montrer que I’on a méme (avec l'identification précédente)

(19.7.1.20) Zegriti(R, N).

En effet, on a noté, dans la démonstration de (19.7.1.3) que, pour tout idéal
premier ¢ de A tel que p =1/ReAss,q(A/L), Iapplication §3_est bijective, et par suite
la relation (19.7.1.6), ol 'on remplace tous les modules par leurs localisés en t, est
vraie. Comme z appartient & Rn (RN +2?*!N), son image z/1 dans R, appartient
3 (R,nKIN,)+L{"!N,, donc limage Z/1 de Z dans gry(N,) appartient a
gre (R, Np) = (grg(R, N)), = (gra(R, N)),, ou q=1/2. En d’autres termes limage
de Z par Papplication canonique (grg(N)), — (gre(M)), est nulle pour tout
qeAss,o(A/L). Comme on a vu dans la démonstration de (19.7.1.3) que
Assyo(gre(M)) CAssyo(A/8), on en déduit bien (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV,
§ 1, n° 1, cor. 1 de la prop. 2 et n° 3, prop. 7) que I'image de Z par P’application cano-
nique grg(N) — grg(M) est nulle, c’est-a-dire que 'on a la relation (19.7.1.20).

Cela étant, on peut écrire par définition

(19.7.1.21) z= X ¢ fP mod.K{I+IN

Ipt=n ®

ol on pose comme d’ordinaire p=(p1, ..., p,), £ =S . 7% |p|=p+...+p, et
o ¢,eR*N. En outre, comme {y identifie grg(N) a (gra(N)®,a(A/R))[T;, ..., T,],

n.
les ¢, sont déterminés mod. KRILN, et si ¢, est la classe de ¢, mod. R?€N, on a, par I'identi-

fication précédente,
(19.7.1.22) = X ¢ T

lel=n "

Utilisant (19.7.1.3), on en déduit que I’on a nécessairement, pour tout p tel que |[p|=~
(¢, étant cette fois identifié par ¢y 2 un élément de gr(N))
(19.7.1.23) cegri(R, N).
Mais puisque d<m, ’hypotheése que (x;) est vraie implique que ¢, appartient a 'image
de ¢y, donc qu’on peut supposer que ¢,e(RnK*N)+ KR?CN. La relation (19.7.1.21)
donne alors

2e PR N KIN) +FKRIEN + KI+HIN
et comme JCL, cela prouve (19.7.1.19).
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En particulier, on peut donc écrire
g=1t+4g

avec te@(RARIN) et g,e RI*'N+KQ*N; en outre, comme tcR et geR, ona g,eR.
D’autre part, utilisant ’hypothése A>m—d+ 1, on voit que e@™+!N. L’élément g,
répond donc 2 toutes les conditions énoncées au début de (19.7.1.8), ce qui achéve la
démonstration de (19.7.1).

Remarques (19.7.2). — (i) Lorsque 'on suppose que grg(A) est un (A/K)-module
plat, Phypothése que la suite f est (A/R)-réguliere entraine qu’elle est aussi gry(A)-réguliére
(0, 15.1.14). On notera que ce sera le cas lorsque A et A/K sont des anneaux réguliers
(0, 17.3.6) : en effet, K est alors un idéal régulier de A (19.1.2), donc quasi-régulier,
et en localisant aux idéaux maximaux de A contenant R et utilisant (0, 15.1.7), on
voit que grg(A) est un (A/R)-module projectif.

(if) II serait intéressant de pouvoir prouver la derniére conclusion de (19.7.1)
en supposant seulement qu’il existe une A-algébre B qui est un anneau noethérien, pour
lequel JB est contenu dans le radical de B, et que M est un B-module de type fini.

Corollaire (x9.7.3). — Sotent A un anneau local nocthérien, m son idéal maximal, R un
idéal de A tel que Panneau A|R soit régulier et de dimension n, M un A-module de type fini. Les
conditions sutvantes sont équivalentes :

a) gra(M) est un (A[R)-module plat.

b) St P(T) et Q(T) sont les séries de Poincaré des (A|m)-modules gradués gry, (M) et
gra(M) 8,0 (A/m), on @

(19.7-3.1) Q(T)=P(T)(1—=T)"

Soit £=(f;, ..., f,) une suite d’éléments de A tels que les images des f; dans A/K
forment un systéme régulier de paramétres de A/ (0, 17.1.6), de sorte que f est une
suite (A/R)-réguliere; en outre, si J est 'idéal engendré par f, on a J+K=m, et
comme A/m est un corps, gry,(M) est un (A/m)-module plat. Comme A est noethé-
rien e¢ M un A-module de type fini, on peut appliquer ’équivalence de a) et b)
dans (19.7.1). En outre, comme A/m est un corps, et que ¢y est surjectif, le fait que
i soit bijectif équivaut a dire que pour tout /£>o, gr®(M) et le sous-module des
éléments de degré & de (gra(M)®,q(A/m))[T,, ..., T,] ont méme rang sur A/m;
mais pour le second de ces modules le rang en question est évidemment égal a

b frdn—1 r4+n—1

TEO( neT n—1 )T’, cela

prouve que la relation (19.7.3.1) est nécessaire et suffisante pour que {y soit bijectif.
Corollaire (19.7.4). — Sotent X un préschéma localement noethérien, Y un sous-préschéma

Sermé de X, régulier et connexe, F un Ox-Module cohérent normalement plat (6.10.1) le long

de Y. Alors il existe une série formelle ReQJ[[T]] (indépendante de x€Y) felle que, pour

tout x€Y, la série de Poincaré de gry, (F,) soit donnée par la formule

(19.7.4.1) P(F)(T)=R(T)(1—T)™*  oi n=dim(0y,).

)rg(grk'(M)@A,ﬁ(A/m)). Comme (1—T)~— % (

r=0
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Soit # I'Idéal cohérent de Oy définissant Y ; I’hypothése sur & signifie que griy(F)
est un Oy-Module plat. On peut donc, pour tout x€Y, appliquer (19.7.3) en prenant
A=0x,, 8=24,, M=F,; Phypothése a) étant remplie par hypothése, la séric de
Poincaré P,(%)(T) est donc égale & R, (T)(1—T)~", o R,(T) est la série de Poincaré
de gry (#,)®o_  Kk(x). Or, chacun des Oy-Modules IPF | FrHLF est plat et cohérent
par hypothese, donc localement libre (2.1.12), et puisque Y est supposé connexe,
chacun des #*"# | #"+'F est de rang constant dans Y, ce qui prouve que la série de
Poincaré R, (T) est indépendante de xeY.

Corollaire (19.7.5). — Soient X un préschéma localement noethérien, Y un sous-préschéma
Sermé de X, Z un sous-préschéma fermé de Y 5 on suppose Y et Z réguliers. Soit F un Ox-Module
cohérent.

(1) Si F est normalement plat le long de Y aux points de Z (cf. (11.3.4) pour la
définition de la platitude normale en un point), alors F est normalement plat le long
de Z.

(i1) Supposons en outre que Z soit connexe et que Ox soit normalement plat le long de Y aux
points de Z (ce qui aura lieu en particulier si X est régulier aux points de Z). S F est
normalement plat le long de Z et s’il existe un point z€Z tel que F soit normalement plat le long
de Y au point z, alors F est normalement plat le long de Y aux points de Z.

Soient X" et LA les Idéaux cohérents de Oy définissant respectivement Y et Z.
Pour tout point z€Z, P'immersion canonique Z—Y est réguliére au point z, puisque Y
et Z sont réguliers en ce point (19.1.1); autrement dit, il existe une suite (f;);<i<n
d’éléments de Ox , qui est A régulitre et est telle que &,=4,+ X f,0y ,.

(i) L’hypothese signifie que gry (#,) est un @Y’z-module’plat; elle entraine
donc que grg (#,) est un 0y -module plat, en vertu du fait que dans (19.7.1),
a) entraine 5).

(ii) L’hypothése supplémentaire sur X entraine que la suite (f;) est gry (#,)-régu-
liere en tout point zeZ (19.7.2). D’autre part, Z étant régulier et connexe, est intégre,
et si gry (#,) est Oy -plat en un point z€Z, alors, comme le point générique ¢ de Z
est une générisation de z, on en conclut que gr;{C(.?" ¢) est Oy »plat (0, 6.3.1). On en
déduit que si en tout point 2’ de Z, gry (&) est un Oy ,-module plat, alors gri, (#,)
est un Oy ,-module plat, car on peut appliquer I’équivalence de @) et d) dans (19.7.1).

19.8. Propriétés de passage a la limite projective.

Dans ce numéro, les notations et conventions sur les limites projectives sont celles
de (8.5.1) et de (8.8.1).

Proposition (19.8.1). — Supposons que les morphismes de transition S,—S, (A<p) soient
plats, et en outre que 1'ane des deux hypothéses suivantes soit vérifiée :

19 Les préschémas S, sont localement noethériens.

20 Les morphismes de transition S,—S, sont surjectifs (donc fidélement plats).
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Dans ces conditions :

(i) Supposons S, quasi-compact. Soit F, un Og -Module quasi-cohérent, que Pon suppose
en outre de type fini quand Phypothése 1° est vérifide. Soit (fi,)1<i<n Une suite finie de sections
de F , au-dessus de S,. Pour que la suite des sections f; du Og-Module F au-dessus de S, corres-
pondant aux f;, (1<i<n), soit F-régulicre, il faut et il suffit qu’il existe A>a tel que la suite
des sections fp, de F, au-dessus de S, soit F,-réguliére.

(i) Supposons X, quasi-compact, et soit j, : X,—>S, une immersion, que Pon suppose
localement de présentation finie lorsque I hypothése 20 est vérifiée. Alors, pour que Iimmersion corres-
pondante j: X —S soit réguliére, il faut et il suffit qu’il existe Z\>o tel que j, : X,—>S, soit
réguliére. i—1 i—1

(i) Si p, : S—S, estla projection canonique, ona Z |( _21 SiF)=p(F( '21 FaZ))s
i= i=

donc on est ramené au cas n=1, auquel cas on supprime Pindice 7. Le fait que la condi-
tion soit suffisante résulte de ce que p, est plat (8.5.8) et de (0, 15.1.5). Dans le cas 29,
b, est fidélement plat (8.3.8) et la nécessité de la condition résulte encore de (0, 15.2.5),
avec A=ua. Dans le cas 1°, notons A", (resp..#") le noyau de ’homomorphisme &#,—%,
(resp. F —F), multiplication par f, (resp. par f); puisque &, est cohérent par hypo-
thése, il en est de méme de A47,, donc I’hypothése A =o0 entraine A",=o0 pour
un A>a en vertu de (8.5.8, (i)). \

(ii) Comme p, est plat, la suffisance de la condition résulte de (19.1.5, (ii)).
Pour prouver sa nécessité, notons que, puisque j,(X,) est quasi-compact, il est contenu
dans un ouvert quasi-compact de S, et on peut donc se limiter au cas ou S, est aussi
quasi-compact et j, une immersion fermée, de sorte que I'image de X est définie par un
Idéal quasi-cohérent 7, de Oy , qu’on peut en outre supposer de type fini dans les cas 1°
et 2° (J, étant localement de présentation finie dans le cas 29); 'image de X, (resp. X)
dans S, (resp. S) est alors définie par f= #,05 (resp. fF=_¢,05) qui est encore
de type fini. On peut en outre, compte tenu de (8.2.11), supposer que # est engendré
par une suite réguliére (f;);<;<, de sections au-dessus de S, qui définissent par suite un
homomorphisme surjectif «: 0§— #¢. Compte tenu de (8.5.2, (i)) et (8.5.7), il existe
un A>a et un homomorphisme surjectif u,: 0y, — 7, tels que u= p3(u,), donc les f;
sont les images canoniques de sections f;, de _#, au-dessus de S, engendrant cet Idéal.
En vertu de (i), il existe donc pu>2 tel que la suite (f,) soit 0su-réguliére, donc 'immer-
sion j, est réguliére.

Proposition (19.8.2). — Sotent X, un S -préschéma quasi-compact et localement de pré-
sentation finie.

(i) Soient F, un Ox -Module quasi-cohérent de présentation finie, (fiy)1<i<n une suite de
sections de Ox  au-dessus de X,. Pour que la suite de sections f; de Ox au-dessus de X, correspondant
aux fi,, soit F-transversalement réguliére relativement & S (19.2.1), il faut et il suffit qu’il
existe N> tel que la suite des sections f;y de Ox, au-dessus de X, soit F y-transversalement réguliére
relativement a S,.

(i1) Sotent Y, un S, -préschéma quasi-compact, j,: Y ,—>X, une S -immersion localement
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de présentation finie. Pour que la S-immersion correspondante j: Y —>X soit transversalement
réguliere relativement @ S, il faut et il suffit qu'il existe A>a tel que j, : Y,—X, soit transver-
salement réguliére relativement & S, . '

(1) La suffisance de la condition résulte de (0, 15.1.15). Pour prouver qu’elle
est nécessaire, il suffira de montrer que tout point xeX posséde un voisinage ouvert V(x)
pour lequel il existe un indice A=XA(x)>« et un voisinage ouvert V, de 'image x, de x
dans X, tels que V(x) soit I'image réciproque de V, et que la suite des restrictions a V,,
des f;; soit (F,|V,)-transversalement réguliére relativement & S, : en effet, il suffira alors
d’appliquer (8.3.4) a ’ensemble ouvert U, de X,, défini par la condition d’étre le plus
grand ouvert tel que les restrictions & U, des f;, forment une suite (&,|U,)-transversale-
ment réguliére relativement a S,. Soient s 'image de x dans S, et pour tout Aza, soit s,
I'image de s dans S,. Alorsla fibre X, estlimite projective des fibres (X,),, et estlocalement
noethérienne puisque le morphisme X —S est localement de présentation finie; comme
en outre (X,), est quasi-compact et que les morphismes de transition (Xu)su = (X
sont plats (puisqu’il en est ainsi de Spec(k(s,)) — Spec(k(s,))) on peut appliquer aux
sections f;®1 de F =F®, k(s) au-dessus de X, le résultat de (19.8.1, (1)); d’ou
Pexistence d’un Aza tel que les sections f,,®1 de (& ,\)s;\=5" )\®@xlk(sl) au-dessus
de (X,),, forment une suite (#,),,-réguli¢re. En outre (11.2.6), on peut supposer
que &, est S,-plat au point x,. Il résulte alors de (11.3.8) qu’il existe un voisinage
ouvert V, de x, dans X, vérifiant les conditions requises.

(ii) La suffisance de la condition résulte de (19.2.7, (ii)). Pour prouver sa nécessité,
il suffit encore de montrer que tout point x€j(Y) admet un voisinage ouvert V(x) pour
lequel il existe un indice A =2A(x)>« et un voisinage ouvert V, de 'image x, de x dans X,
tels que V(x) soit 'image réciproque de V, et que la restriction j;'(V,)—V, de j,
soit transversalement réguliére relativement a S,. Soient s I'image de x dans S, et pour
tout A>«, soit s, I'image de s dans S,. Comme X, (resp. Y,) est limite projective des
fibres (X,),, (resp. (Y,),,), on peut comme dans (i) utiliser (19.8.1, (ii)), et comme
par hypothese I'immersion Y,—X est réguliére, il existe un indice A(s) tel que pour
A2A(s) Pimmersion (Y,),, = (X,),, soit réguliére. En outre, en vertu de (19.2.4) il
existe un voisinage ouvert quasi-compact W(x) de x dans X tel que les morphismes
structuraux W(x) =S et Yn W(x)->S soient plats; appliquant (11.2.6) et (8.2.11),
on peut supposer qu’il existe un A>A(s) et un voisinage ouvert quasi-compact W(x,)
de x, dans X,, tels que W(x) soit 'image réciproque de W(x,) et que les restrictions a
Wi(x,) et 2 Y,nW(x,) respectivement des morphismes structuraux X;—S, et
Y, S, soient plats. On conclut donc de (19.2.4) qu’il existe un voisinage ouvert V,
de x, répondant a la question.

Remarque (1¢.8.3). — Les démonstrations précédentes montrent que les énoncés
de (19.8.1) et (19.8.2) subsistent lorsqu’on remplace les conditions concernant la
régularité ou la régularité transversale dans tout X (resp. X,) par ces conditions dans
un voisinage d’un point x€X (resp. dans un voisinage de x,, projection de x).
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19.9. Suites Z-réguliéres et profondeur.

(x9.9.1) Rappelons que si X est un préschéma localement noethérien, # un
Ox-Module cohérent, T une partie de X, on pose (5.10.1)

(19.9.1.1) profy(#) =xlgg prof(&,).

On pose d’autre part, pour tout point (€T

(19.9.1.2) profy (&)= ze'rnlsll}ef;(cax,,) prof(#,),

et on dit que profy ,(F) est la T-profondeur de F au point t; il est clair que l'on a
(19.9.1.3) profy(#) = inf profy/(#).

Lemme (19.9.2). — Sotent A un anneau noethérien, M un A-module de type fini,  un
1déal de A. Afin que, pour tout idéal premier P>, on ait prof;\p(Mp)>r, il faut et il suffit
qu’il existe une suite M-réguliére de r éléments appartenant & .

La suffisance de la condition résultant aussitét de (0, 16.4..5), prouvons sa nécessité.

Raisonnons par récurrence sur 7 (il n’y a rien & démontrer si r=o0) : puisque
pro&p(Mp)>r—1 pour tout p>J, il existe par hypothése une suite M-réguliére
(&)1<icr—1 formée d’éléments de J. Posons N=M/(gM+...4g,_;M); pour tout
p>J, les images des g; dans A, appartiennent donc a l'idéal maximal pA,, et forment
une suite M,-réguliére (0, 15.1.14); on conclut donc de (0, 16.4.6) que Pon a
prof};p(Np)zprof;\p(Mp)—(r—l)> I, et on voit que tout revient a prouver le lemme
pour r=1. Or I’hypothése signifie alors que, pour tout p>J, pA, n’est pas associé
a M, (0, 16.4.6), donc (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 1, n° 2, prop. 5), p n’est pas
associé a M. Autrement dit, J n’est contenu dans aucun des idéaux premiers de Ass(M),
donc il n’est pas contenu dans leur réunion (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 1, n° 1,
prop. 2). Mais comme cette réunion est I’ensemble des éléments qui ne sont pas
M-réguliers (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 1, n° 1, cor. 2 de la prop. 2), cela prouve
le lemme. ‘
Proposition (19.9.3). — Soient X un préschéma localement noethérien, F un Ox-Module
cohérent, Y une partie fermée de X, y un poini de Y, n un entier >o0. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) Il existe un voisinage ouvert U de y dans X tel que profyny(F|U)=n.

b) Il existe un voisinage ouvert U de y dans X et une suite (F | U)-réguliére de n sections f;
de Oy au-dessus de U, telles que fi(x)=o0 (0, 5.5.1) pour 1<i<n en tout point xcUnY.

c) On a profy ,(F)>n. ’

En outre, Pensemble des yeY vérifiant ces conditions est ouvert dans Y.

La derniére assertion résulte trivialement de a). L’équivalence de a) et ) découle
de (19.9.2) appliqué & un voisinage ouvert affine de y dans X et de (0, 15.1.14). Il est
clair que a) entraine ¢), tout voisinage ouvert de y dans X contenant Spec((x ,) ; montrons
inversement que ¢) implique 4). Il résulte de ¢) et de la définition (19.9.1.1) que I'on
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peut appliquer (19.9.2) a P'anneau 0y ,, au 0x ,module #, et & l'idéal ¢, de 0O ,,
donc il existe une suite & régulitre ();<;<, de n éléments de #,. Il y a donc un voisi-
nage ouvert U de y dans X et une suite (f;);<;<, de sections de # au-dessus de U telles
que les ¢ soient les germes des f; au point y; utilisant (0, 15.2.4), on en déduit qu’il
existe un voisinage ouvert U’'cU de y dans X tel que les f;|U’ forment une suite
(#|U’)-réguliére.

Corollaire (19.9.4). — Avec les notations de (19.9.3), la fonction y->profy ,(F)
est semi-continue inférieurement dans Y.

Proposition (19.9.5). — Avec les notations de (19.9.3), sotent X' un préschéma localement
noethérien, g:X'—>X un morphisme plat, Y' =g YY), F' =g (F). Alors, pour tout point
»'eY’ au-dessus de y, on a profy, ,(F')=profy ,(F).

En effet, pour tout z'eSpec(Cx ), il résulte de (6.3.1) que lon a
prof(#,,) > prof(# ), et si 2 est un point maximal de la fibre g7*(g(z")), générisation
de 7' (donc appartenant aussi a Spec(Ox. ,)), on a (loc. cit.) prof(F,.)=prof(F ).
La proposition résulte alors de ce que l’on a g(Spec(Ox, ,.))=Spec(Ox ,,) pulsque
g est plat (2.5.4).

Proposition (19.9.6). — Soient f: X—S un morphisme localement de présentation finie,
Y une partie fermée de X, F un Ox-Module de présentation finie et f-plat, n un entier >o. Pour
tout point y€Y, les conditions suivantes sont équivalentes (en désignant par Xy, la fibre de f au
point f(y), par Fy, Pimage réciproque de F dans Xy, et en posant Yy, =X, 0Y)

a) On a pron T W F ) =n

b) Il existe un voisinage ouvert U de y dans X et une suite (g;);<i<n de n sections de Ox
au-dessus de U, qui soit transversalement F -réguliére relativement ¢ S (cf. (19.2.1) pour la termi-
nologie) et telle que g (x)=o0 pour 1<i<n et pour tout xcUnNY.

L’ensemble V,, des yeY vérifiant ces conditions est ouvert dans Y ; st de plus Y est localement
constructible dans X, 'V, est rétrocompact dans X (Opyg, 9.1.1).

En vertu de (19.9.3), la condition @) équivaut a I’existence d’un voisinage ouvert U
de y dans X et d’une suite (Fy,|(Un X, ))-réguliere (k;);<;<n de sections de (Dxf(y)
au-dessus de UnX,,, telles que #4(z)=o0 pour tout zeUnY,,. Si on désigne encore
par Y un sous-préschéma fermé de X ayant Y pour espace sous-jacent, par Z 1’Idéal
quasi-cohérent de Oy définissant Y, on peut encore dire que lon a /X #;,, pour
1<i<n. Comme on peut remplacer U par un voisinage affine plus petit de y, on peut
supposer que les /; sont les images d’une suite (g;);<;<, de sections de # au-dessus de U,
de sorte que les germes (g;), appartiennent a 'idéal maximal m, de Oy ,. L’équivalence
de a) et b) résulte alors de (11.3.8), qui prouve aussi que I’ensemble V, est ouvert
dans Y. Reste a prouver la dernieére assertion; comme il s’agit encore de propriétés
locales sur X, on peut supposer S=Spec(A) affine et X de présentation finie sur S;
il existe alors un sous-anneau noethérien A, de A, un préschéma X, de type fini sur
So==5Spec(A,) et un Ox-Module cohérent & tels que X =X;Xg S et F= 370®c,x° Ox
(8.9.1); on peut en outre supposer que, si fy: X,—=S, est le morphisme structural,
F, est fy-plat (11.2.6). Puisque Y est constructible, on peut en outre (8.3.11) supposer
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que Y=p"1(Y,), ou p:X-—X, estla projection canonique. Alors, pour tout yeY,

il résulte de (19.9.5) et de la transitivité des fibres que I'on a

pronf( 7 o F 1) = Profy,) fuo(3e)1 20 ((F0)iotwn))»

en posant y,=p(p); si VQest I'ensemble des y,€Y, pour lesquels le second membre
de cette relation est >n, on a donc V,=p"1(V0). Comme X, est noethérien, V? est
un ouvert rétrocompact dans X, et par suite (cf. démonstration de (1.8.2)) V, est
rétrocompact dans X.

Corollaire (19.9.7). — Sous les hypothéses générales de (19.9.6), la fonction
y»profyf(y),y(g" 1) €St semi-continue inférieurement dans Y. Si de plus Y est localement
constructible, cette fonction est localement constructible.

Proposition (19.9.8). — Sotent f: X—S un morphisme localement de présentation finie,
Z une partie fermée de X, F un Ox-Module de présentation finie et f-plat, G un Oy Module quasi-
cohérent. Supposons que, pour tout x€Z, on ait prof((Fy,),)=1 (resp. prof((Fy),)>2)-
Alors, st j : X—Z—X est Vinjection canonique, et st on pose A =F ®q_ F(9), Uhomomorphisme
canonique p: H — ju(j (H)) relatif aj est injectif (vesp. bijectif).

La question est évidemment locale sur X et S, et il suffit de démontrer la proposition
dans un voisinage d’un point x€Z. Autrement dit, on peut se borner au cas ot X et S
sont affines. Grace a4 (19.9.6), on peut supposer qu’il existe une section transversalement
Z-régulitre g, de Oy au-dessus de X relativement & S (resp. une suite transversalement
F-réguliere (g, g,) de deux sections de Oy au-dessus de X relativement a S) telle que
si Z' est ’ensemble des x#'eX pour lesquels g, (#') =0 (resp. g(x') =g,(x") =0), on ait
ZcZ'.

Cela étant, revenons a la démonstration de (19.9.8); en vertu de (19.9.6) on a
encore prof((F,),)>1 (resp. prof((F,),)=>2) pour tout xeZ’. Sila proposition est
prouvée en remplagant le couple (X, Z) par (X, Z’) et (X—Z, Z'n(X—Z)), il est
immédiat qu’elle le sera aussi pour (X, Z); on peut donc se borner a la prouver pour X
et Z'. Autrement dit, on peut se borner a démontrer (19.9.8) lorsque S==Spec(A),
X =Spec(B), ou B est une A-algébre de présentation finie, Z=V(J), ou J est un idéal
de type fini de anneau B, F —M et ¢ ———N, ot N est un A-module et M un B-module
de présentation finie qui est un A-module plat. On peut en outre se ramener au cas ou N
est un A-module de présentation finie. En effet, N est limite inductive d’un systéme inductif
filtrant de A-modules de présentation finie N, (par double limite inductive) si ’on pose

4,=N,, H estlimite inductive des #,=F ®,_ f (¥%,); commej etj commutent aux
X *
limites inductives et que h_r)n est un foncteur exact dans la catégorie des Modules quasi-

cohérents, si la proposition est prouvée pour chacun des 5, elle le sera pour 5.
Il suffit en outre de prouver que I’homomorphisme canonique

I'(X, #) - [(X—2Z, #)

est injectif (resp. bijectif). Il existe alors un sous-anneau noethérien A, de A, une
Aj-algébre de type fini By, un idéal J, de B, et un By-module de type fini M, qui est
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un Ag-module plat et un Ajy-module N, tels que B=B,®, A, I=37,B, M=M,®, A
et N=N®, A (8.9.1, 8.5.11 et 11.2.7). De plus, soit (A,) la famille des sous-
A,-algebres de type fini de A, de sorte que A:EI_I; A,; posons B,=B®, A,,
In=3ToBr, My=M,®, A, =M@ B,, N, =N,®, A, et S, =>5Spec(A,), X;=Spec(B,),
Z,=V(3,); si py:X—>X, est la projection canonique, on a donc Z=py*(Z,), et
X—Z=p7'(X,—Z,). Comme X,—7Z, est quasi-compact et quasi-séparé, on en
conclut (8.5.2) que si 'on pose ﬂ'xz’l\wfl;\ et = (M;®;,N;)~, les homomor-
phismes 1_12’)1 NX,, ;) - T'(X, ) et ll_r}n I'X,—Z,, #,) > I'(X—Z, o) sont
bijectifs; en vertu de P'exactitude du foncteur li_r)n, il suffira donc de prouver que pour
tout A assez grand, ’homomorphisme canonique I'(X,, 5,) - I'(X,—Z,, 3¢,) est
injectif (resp. bijectif). Mais pour tout x€Z, si x, est la projection de x dans Z,, on a
Prof((F a)e) = Prof(((# 1) pyep)s,) €1 vertw de (4.2.7) et (6.7.1); pour étre ramené
a démontrer (19.9.8) dans le cas out A est noethérien, il faut prouver que, pour A assez
grand on a prof(((F));e)s,) 21 (resp. >2) pour fout point x,€Z,. Or, notons Z;
I’ensemble des points x,€Z, tels que, pour toute générisation z, de 1, dans Z, n (X,);
on ait prof(((# e
il résulte de ’hypothese et de (19.9.5) que Pon a Z, =p3.H(Z)) et Z=py'(Z;); d’autre
part, il résulte de (19.9.6) que Z; est ouvert dans Z,, donc notre assertion résulte de (8.g.4).

Pour terminer la démonstration lorsque A est noethérien, notons qu’en vertu de
Phypothése de platitude et de (6.3.1), on a alors profy(#)>1 (resp. profz(s#)>2);
mais la conclusion de (19.9.8) résulte dans ce cas de (5.10.2) (resp. 5.10.4)).

Remarque (19.9.9). — La méme démonstration, jointe aux résultats du chap. III,
g€ partie sur la profondeur et la cohomologie locale, permet d’établir la généralisation
suivante de (19.9.8) :

Sous les conditions générales de (19.9.8), supposons que, pour tout xeZ, on ait
prof((# ). =k; alors ’homomorphisme canonique

Hi(X, #) - H(X —Z, # | (X—1Z))

Map)?
W) 215 St pay 1 Z,—Z, est la projection canonique pour A<y,

est byjectif pour i<k—z2 et injectif pour i=k—1 (ce qui, exprimé a 'aide de la notion
cohomologique générale de profondeur introduite au chap. III, s’écrit aussi profy(o#)> k).

§ 20. FONCTIONS MEROMORPHES ET PSEUDO-MORPHISMES

20.0. Introduction.

La plupart des notions et résultats des §§ 20 et 21 se rattachent directement au
chap. I, et ne dépendent guére des chap. II a IV, sauf en ce qui concerne I'usage
occasionnel de la notion de profondeur et d’anneau local régulier (dans (20.6), (21.11),
(21.13) et (21.15)), du « Main theorem » de Zariski dans (20.4) et (21.12), et des
propriétés des immersions transversalement régulieres dans (20.6) et (21.15).
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Au § 20, nous introduisons plusieurs variantes de la notion d’application ration-
nelle, déja étudiée dans (I, 7) d’un point de vue encore assez proche du point de vue
classique, et pour cette raison assez mal adaptée au cas des préschémas non nécessairement
réduits. Les notions et résultats du § 20 sont utilisés pour développer au § 21 (no 21.1
a 21.7) la notion générale de diviseur et ses propriétés les plus élémentaires. Cette notion
est surtout commode lorsque les anneaux locaux des préschémas considérés sont noethé-
riens et intégralement clos, et surtout lorsqu’ils sont en outre factoriels (21.6 et 21.7),
en raison de son identification dans ce dernier cas avec la notion de ¢ycle 1-codimensionnel
(combinaison linéaire de sous-préschémas irréductibles de codimension 1). Dans (21.9),
on détermine les diviseurs sur un préschéma noethérien de dimension 1 mais non néces-
sairement normal, ce qui est utile pour diverses applications. Les n° 21.11 et 21.12
donnent deux théorémes importants, dus respectivement & Auslander-Buchsbaum et
Van der Waerden, et se rattachant a la notion d’anneau factoriel (les n°® (21.9), (21.11)
et (21.12) sont indépendants les uns des autres). Dans les n% (21.13) et (21.14), égale-
ment indépendants des trois précédents, nous étudions une variante utile de la notion
d’anneau local factoriel, celle d’anneau local parafactoriel, qui s’introduit notamment [41]
dans le développement de théorémes de comparaison du groupe de Picard d’un préschéma
projectif X sur un corps £ et d’une « section hyperplane ». On verra dans (21.14.1)
(théoréme de Ramanujam-Samuel) que les anneaux locaux parafactoriels sont bien plus
nombreux que ’'on ne pouvait s’y attendre a priori.

Dans (20.5), (20.6) et (21.15), nous reprenons les notions précédentes mais d’un
point de vue « relatif » & un préschéma de base fixé. Pour I'instant ces notions ne sont uti-
lisées qu’assez rarement; en particulier la notion de diviseur relatif n’est guére employée
que lorsqu’il s’agit de diviseurs positifs, et dans ce cas elle s’explicite avantageusement sans
le secours de la notion de fonction méromorphe relative, 4 ’aide de la notion d’immersion

transversalement réguliére de codimension 1. On aura donc avantage 4 omettre ces
sections en premiere lecture.

20.1. Fonctions méromorphes.

(20.1.1) Soit (X, Ox) un espace annelé, et soit & un sous-faisceaun d’ensembles
de 0. Pour tout ouvert U de X, considérons 'anneau de fractions T'(U, Ox)[T(U, &)~ 1]
(Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 2, n°® 1). Il est immédiat que I’application
U~T(U, 0x)[T(U, &)~ est un préfaisceau d’anneaux (0, 1.5.1 et 1.5.7). On note
Ox [~ 1] le faisceau d’anneaux associé a ce préfaisceau et on dit que c’est le faisceau d’anneaux
de fractions de Oy, & dénominateurs dans & ; c’est un Ox-Module plat. 11 est immédiat que pour
tout xeX, on a un isomorphisme canonique

(z0.1.1.1) (Ox[F7]),= O[F71]

car le raisonnement de (0, 1.4.5) se généralise aussitét au cas ol 'on a un systéme
inductif (A,, @g,) d’anneaux, et pour chaque indice « une partie S, de A, telle que
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©p4(Se) €Sg pour «<@; on prend alors pour S la limite inductive dans A=}i_r>n A
du systéme inductif de parties (S,).
(20.1.2) Soit maintenant & un Ox-Module. On pose alors

(20.1.2.1) F[SN=F 8, 0x[57']

et on dit que C’est le faisceau de modules de fractions de F a dénominateurs dans &5 il est
immédiat qu’il est associé au préfaisceau de modules U~-I'(U, #)[T(U, &)71], et que
pour tout x€X, on a un isomorphisme canonique

(20.1.2.2) (F[91),S Z,[71.

(20.1.3) Nous allons nous intéresser ici au cas ot & est le sous-faisceau & (0)
de O tel que pour tout ouvert U, I'(U, &) soit Pensemble des éléments réguliers de I’anneau
I'(U, 0x); il est immédiat qu’il s’agit d’un faisceau (et non seulement d’un préfaisceau)
la régularité d’une section de 0y au-dessus de U se vérifiant « fibre par fibre » (i.e. signi-
fiant que le germe de la section en x est régulier dans Oy pour tout xeU) autrement dit
& (Ox), n’est autre que 'ensemble des éléments réguliers de Ox ,. Le faisceau d’anneaux
correspondant

Mx=0z[S ]

est appel€ le faisceau des germes de fonctions méromorphes sur X, et les sections de .#x au-dessus
de X sont appelées les fonctions méromorphes sur X; elles forment un anneau que ’on note
M(X). Pour tout Ox-Module F,

F @y Mx—F[F ]

est encore noté Ay (F) et appelé le faisceau des germes de sections méromorphes de F ; ses
sections au-dessus de X forment un M(X)-module noté M(X, %), dont les éléments
sont appelés sections méromorphes de F au-dessus de X. Ces définitions impliquent que pour
tout ouvert U de X, on a un isomorphisme canonique #yx(F)|U S #y(F|U), en
particulier x| U = 4.

(20.1.3.1) Si X est un préschéma réduit, on notera que si un élément seI'(U, Oy)
est tel que sz& 0 pour tout point maximal £ de U, alors s est régulier. En effet, si st=o
pour un tel'(U, 0x), on a sgt;=o0, donc f;=o0 puisque Oy ; est un corps, et dire
que f; =0 pour tout point maximal & de X signifie que ¢{=o0 : en effet, on est aussitot
ramené au cas ou U est affine, et un élément d’un anneau réduit qui appartient a tous
les idéaux premiers minimaux est nul par définition. La réciproque est vraie si ’ensemble
des composantes irréductibles de X est localement fini. On est en effet aussitét ramené au cas
ot X =Spec(A) est affine; si p, (1<i<n) sont les idéaux premiers minimaux de A et
si sep; pour un indice 4, il existe teA tel que fep; pour j+i et t¢p; (Bourbaki,
Alg. comm., chap. II, § 1, n° 1, prop. 1); on a donc step; pour tout 7, et par suite st=0
puisque A est réduit; s est donc non régulier.

(20.1.4) Pour tout ouvert U de X, homomorphisme ¢~>¢/1 de I'(U, Ox)
dans TI'(U, 0x)[I'(U, &)~'] (qui n’est autre que LVanneau total des fractions de
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(U, 0)) est injectif; ces homomorphismes définissent donc un homomorphisme canonique
injectif
(20.1.4.1) i: Og—>My

qui permet d’identifier 0x & un sous-faisceau de . Etant donnée une fonction méro-
morphe ¢eM(X), on dit que ¢ est définie dans un ouvert U de X si ¢|U est une section
de Oy au-dessus de U; les axiomes des faisceaux montrent qu’il y a, pour une section ¢
donnée, un plus grand ouvert dans lequel ¢ est définie; on P'appelle domaine de définition
de ¢ et on le note dom(gp).

(20.1.5) Pour tout Ox-Module &, on déduit de (20.1.4.1) un di-homomorphisme
formé de ¢ et de ’homomorphisme de faisceaux de groupes additifs

(20.1.5.1) 1501 F > Mx(F)=F QM.

On notera que ce dernier n’est plus injectif en général; lorsqu’il est injectif, on dit que F
est strictement sans torsion : cela signifie que pour tout ouvert U de X et toute section
se'(U, Ox) qui est un élément régulier de cet anneau, I’homothétie z~»sz de I'(U, %)
est injective; cette condition est évidemment remplie si % est localement libre.
Proposition (20.1.6). — Sotent X un préschéma localement noethérien, F un Ox-Module
quasi-cohérent. Pour que F sout strictement sans torsion, il faut et il suffit que Ass(F)cAss(0x).

On est en effet aussité6t ramené au cas ot X =_Spec(A) est affine, F = M, et on
sait que les éléments s de A appartenant a un idéal de Ass(M) sont exactement ceux pour
lesquels ’homothétie zw~>sz n’est pas injective (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 1,
n 1, cor. 2 de la prop. 2).

(20.1.7) Si u est une section de Ay (F) au-dessus de X, on dit que u est définie en
un point ¥xeX §’il existe un voisinage ouvert V de x dans X tel que |V soit 'image d’une
section de % au-dessus de V par le di-homomorphisme (20.1.5.1). On dit que  est définie
dans un ouvert U de X si elle est définie en tout point de U; il y a encore un plus grand
ouvert dans lequel « est définie, appelé domaine de définition de u et noté dom(u). Lorsque &
est strictement sans torsion, de sorte que & s’identifie par (20.1.5.1) & un sous-faisceau
de My (F), dire que u est définie dans U signifie que u |V est une section de F au-dessus de U.

(20.1.8) Conformément aux notations générales (0;, 5.4.7), on note Ay le
faisceau de groupes multiplicatifs tel que T'(U, #%) soit (pour tout ouvert U de X) le
groupe des éléments inversibles de T'(U, #). Ce faisceau n’est autre que le faisceau & (#y)
défini en (20.1.3) : en effet, si seI'(U, & (#x)), pour tout xeU, il existe un voisinage
ouvert VcU de x tel que 5|V soit un élément régulier dans I'anneau total des fractions
de T'(V, Ox) et on sait qu’un tel élément est nécessairement inversible dans cet anneau
de fractions. Nous dirons que les sections de 45 au-dessus de X sont les fonctions méro-
morphes réguliéres (on notera que nous nous écartons ici de la terminologie suivie par
certains auteurs, qui nomment fonctions méromorphes « réguliéres » celles qui sont des
sections de Oy, identifié & un sous-faisceau de #y).

Soit & un Ox-Module inversible (0r, 5.4.1); alors il est clair que My(L)=L®, Mx
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est un #x-Module inversible. Soit U un ouvert tel que £|U soit isomorphe & 0; comme
tout automorphisme de .#y est la multiplication par un élément inversible de I'(U, )
(0, 5.4.7), il revient au méme de dire qu’une section sel'(U, #x(¥)) a une image
inversible dans I'(U, .#x) par un isomorphisme ou par fout isomorphisme sur I'(U, #x);
on dira dans ce cas que s est une section méromorphe réguliére de £ au-dessus de U; une
section s de £ au-dessus de X sera appelée une section méromorphe réguliére de £ si, pour
tout ouvert U tel que #|U soit isomorphe & @, s|U est une section méromorphe régu-
liere de # au-dessus de U. On notera (Mx(Z))" le sous-faisceau de M5 (Z) tel que pour
tout ouvert U, I'(U, (#x(Z))") soit ’ensemble des sections méromorphes réguliéres
de Z au-dessus de U. Soit s une section méromorphe de £ au-dessus de X (i.e. une
section de Ax(Z)); elle définit un homomorphisme 4, : My - Mx(F) qui, a toute
section ¢ de .#x au-dessus d’un ouvert U, fait correspondre (s|U)¢ Il résulte aussitot
de ce qui précede que, pour que s soit réguliére, il faut et il suffit que £, soit injectif, et en
fait A, est alors un homomorphisme bijectif de My sur My (F), et sa restriction & Ay est
une bijection sur (#x(Z))". On en conclut que ’homothétie #~>#s est un isomorphisme
de M(X) sur M(X, &).

(20.1.9) Soit s une section méromorphe réguliére du Oy-Module inversible &
au-dessus de X; alors, pour tout Ox-Module &, s définit de méme un homomorphisme
h®1g : My(F) - Mg (F o, L), qui est encore bijectif.

(20.1.10) Soit 5 une section méromorphe d’un @x-Module inversible # au-dessus
de X; pour que s soit réguliere, il faut et il suffit qu’il existe une section méromorphe s’
de ¥~ ! au-dessus de X telle que I'image canonique de s®s’ dans #x (0, 5.4.3) soit
la section unité, et cette section s’ est alors unique : en effet, la nécessité de I’existence
locale d’une telle section est évidente, et son unicité locale entraine son existence (et
unicité) globale; en outre, 'existence de s’ est trivialement suffisante pour que s soit
réguliére. On posera s’ =s"1

Enfin, si &’ est un second Ox-Module inversible, s (resp. s’) une section méromorphe
réguliére de & (resp. £’) au-dessus de X, s®s’ est évidemment une section méromorphe
réguliere de ZX® %" au-dessus de X.

(20.1.11) 81 f: X’>X est un morphisme d’espaces annelés, il n’y a pas en général
d’application naturelle associant a une fonction méromorphe sur X une fonction méro-
morphe sur X’. Par exemple, si X est le spectre d’un anneau local intégre A, X’ celui
de son corps résiduel £, il n’y a aucun homomorphisme naturel du corps des fractions K
de A dans £, et on ne peut faire correspondre a un élément de K un élément de £ que s’il
est déja dans A.

De fagon générale, si f=({, ), notons, pour tout ouvert U de X, #;(U) I'ensemble
des sections régulieres seI'(U, Ox) telles que I'image de s par

P(6%) : T(U, Oy) - T(f~(U), )

soit une section réguliére. Il est immédiat que U~>;(U) est un sous-faisceau du faisceau
d’ensembles ¥ (0x), que I'on note &;. On pose #;=0x[F;']; Cest un sous-faisceau
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d’anneaux de .#y, et on déduit canoniquement de 6% : ¢*(0x) -0y un homomorphisme
de faisceaux d’anneaux 6% : LV(./(,) —.#y, prolongeant 6% (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. II, § 2, n° 1, prop. 2); d’ol, en se rappelant que f'(.,/(f)zy(./(,)@q,*(@x) Oy,
un homomorphisme canonique de Oy, -Algébres

(20.1.11.1) S M) > M,

Pour toute fonction méromorphe ¢ sur X, qui est une section de M, I'(6'%) () est une
fonction méromorphe sur X', dite image réciproque de ¢ par f, et notée ¢of si cela n’entraine
pas confusion.

De méme, si # est un Ox-Module, on pose M (F)=F®, A, et on déduit
aussitét de 0’% un homomorphisme canonique (qu’on écrit aussi u~>uof)

I'(X, MY(F)) > T (X, M (f(F))).

En outre, si uel(X, #;(F)) est définie (20.1.7) en un point x, u coincide, dans un
voisinage U de x, avec une section de la forme XA® (4/s;), o les k; appartiennent a
(U, #), les t;a I'(U, Ox) et less; a I'(U, &;). Comme par hypothése les images des s;
" dans I'(f~*(U), 0x,) sont réguliéres, on voit que uof est définie en tout point de f~(U);
autrement dit, on a

(z0.1.11.2) f~!(dom(«)) cdom(uof).

Nous verrons plus loin (20.6.5, (i)) des exemples (avec F =0y) ol les deux membres
de (20.1.11.2) peuvent étre distincts.

Considérons en particulier le cas oit #;=.#yx; alors, si & est un Ox-Module
inversible, I'image dans . (f (%)), par I'(0'¥), d’une section méromorphe régulitre
de & au-dessus de X (20.1.8) est une section méromorphe régulicre de f* () au-dessus
de X', comme il résulte aussitdt de la définition de ces sections, et du fait qu’'un homo-
morphisme d’anneaux transforme un élément inversible en un élément inversible.

Soit f’:X"”—X' un second morphisme d’espaces annelés, et supposons que
M= My et M, =My, ; alors,silon pose f'=fof’, ona aussi M,=My, et ’on voit
aussitdt que pour toute section méromorphe « de & au-dessus de X, on a uof’’=(uof )of".

Proposition (20.x.12). — Si le morphisme f: X'—>X est plat (0;,6.7.1) ona M= Mx,
et Phomomorphisme @~>qof est défini dans M(X) tout entier. En outre, si f est un morphisme
(plat) d’espaces annelés en anneaux locaux, on a dom(of )=f"'(dom(¢)); si de plus f est
surjectif (donc fideélement plat), I’homomorphisme @~>qof est injectif.

La premiére assertion résulte de ce que, si B est une A-algébre qui est un A-module
plat, tout élément de A non diviseur de o dans A est non diviseur de o dans B (0, 6.3.4).
Pour prouver les autres assertions, notons que, pour tout x’eX’, si x=f(x"), Ox , est
un Ox ,-module plat, et comme I’homomorphisme 0y ,—0, ,» est local par hypothése,
il est injectif (0;, 6.5.1 et 6.6.2); si 'on pose A=0x ,, B=0x ,, de sorte que A
s'identifie & un sous-anneau de B, (f"(#x)), est égal & ST'A®,B=S"'B, ou S est
Pensemble des €léments réguliers de A, (#y), est égal & T~'B, ou T est I'ensemble
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des éléments réguliers de B, et comme on a vu que ScT, 'homomorphisme S~™'B-—-T~'B
est injectif; autrement dit, cela prouve que 'homomorphisme (20.1.11.1) f"(My) —> My
est injectif (d’ou la derniére assertion de I’énoncé). Le quotient f"(.#y) /Oy s’identifie 2
un sous-Ox-Module de My [Ox, et (f (My)[Ox), Sidentifie & (My/0x), ®o, ,Ox, o
Supposons alors que x¢dom(¢); l’'image de ¢, dans (#y/0x), est donc +o0; pr;Lr fidele
platitude, on en déduit qu’il en est de méme de I'image de (@of), dans (A /Ox.)
donc x'¢dom(gpof), ce qui achéve la démonstration.

'

Remarque (20.1.13). — Soit X un espace analytique complexe réduit; alors la
notion de fonction méromorphe sur X définie ci-dessus coincide avec la notion usuelle.
Considérons d’autre part un préschéma Y, localement de type fini sur le corps G; on sait
alors qu’on peut associer 2 Y un espace analytique Y* ayant méme espace topologique
sous-jacent, et que le morphisme canonique f:Y*—>Y est plat [37]; en vertu de
(20.1.12), ’homomorphisme canonique u-~>uof de M(Y) dans M(Y*") est donc partout
défini et est injectif; mais il n’est pas surjectif en général. Par exemple, lorsque Y =Vj
(Erry;, 14) est Pespace affine de dimension 7 sur G, M(Y) s’identifie canoniquement
au corps R(Y) des fonctions rationnelles sur Y (20.2.13, (i)), tandis que M({Y™) est
le corps des fonctions méromorphes usuelles sur C'. En raison de ce fait, il est souvent
préférable, en Géométrie algébrique, de s’abstenir de la terminologie introduite dans
cette section, et d’utiliser la terminologie équivalente de « pseudo-fonction » qui va
étre définie ci-dessous.

20.2. Pseudo-morphismes et pseudo-fonctions.

Les seuls espaces annelés dont il sera question dans cette section sont les préschémas.

(20.2.x) Rappelons (11.10.2) que dans un préschéma X, on dit qu’un ouvert U
est schématiquement dense si, pour tout ouvert V de X, ’homomorphisme canonique
'V, 0x) - T'(VAU, O) est injectif.

Considérons deux préschémas X, Y, deux ouverts schématiquement denses U, U’ de X;
on dit que deux morphismes u: U—Y, ' : U'—Y sont équivalents s’il existe un ouvert
U”cUnU’, schématiquement dense dans X, tel que u|U”=u'|U"”. Comme il résulte
aussitot de la définition des ouverts schématiquement denses que l'intersection de deux
tels ouverts en est un autre, il est immédiat que la relation précédente est bien une relation
d’équivalence. Une classe d’équivalence suivant cette relation s’appelle un pseudo-morphisme
de X dans Y, ou une application rationnelle stricte de X dans Y.

Si S est un préschéma et X, Y deux S-préschémas, on appelle pseudo-S-morphisme
la classe d’équivalence (pour la relation précédente) d’un S-morphisme d’un ouvert sché-
matiquement dense de X dans Y. Un pseudo-morphisme n’est donc autre chose qu’un
pseudo-S-morphisme pour S =Spec(Z).

On note Ps.hom(X, Y) (resp. Ps.homgy(X, Y)) ’ensemble des pseudo-morphismes
(resp. des pseudo-S-morphismes) de X dans Y.
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(20.2.2) Il résulte de la définition rappelée ci-dessus que si U est un ouvert schéma-
tiquement dense dans X, alors, pour tout ouvert V de X, UnV est schéma-
tiquement dense dans V. Si deux morphismes «: U—Y, «': U'—Y d’ouverts schéma-
tiquement denses de X dans Y sont équivalents il s’ensuit donc que leurs restrictions
u|(VaU) et «'|(VnU’) sont aussi des morphismes équivalents (pour le préschéma
induit sur V); leur classe est dite la restriction a V du pseudo-morphisme o, classe
de u, et on note ce pseudo-morphisme «|U. Si WCV est un ouvert de X, il est clair
que (0]|V)|[W=w|W. Ceci montre que les applications de restriction définissent
un préfaiscean d’ensembles U~sPs.hom(U, Y); on notera que ce préfaisceau n’est pas
un faisceau en général (cf. (20.2.16)); le faisceau associé se note Ps.hom(X,Y). Pour
les pseudo-S-morphismes, on voit de méme que U~>Ps.homg(X, Y) est un préfaisceau
d’ensembles, dont on note %s.homg(X,Y) le faisceau associé.

Si V est un ouvert schématiquement dense dans X, alors, pour tout ouvert U schéma-
tiquement dense dans X, Un'V est aussi schématiquement dense dans X, donc I’appli-
cation w->w|V est une byjection de Pensemble Ps.hom(X, Y) (resp. Ps.homy(X, Y))
sur Ps.hom(V,Y) (resp. Ps.homg(V, Y)).

(20.2.3) Etant donné un pseudo-S-morphisme «» de X dans Y, on dit qu’il est
défini en un point xeX s’il existe un voisinage ouvert V de x dans X, un ouvert UcV
contenant x et schématiquement dense dans V, et enfin un S-morphisme z:U-—Y dont la
classe dans Ps.homg(V,Y) soit égale & |V (20.2.2); on appelle domaine de définition
de @ et on note domg(w) (ou simplement dom(w) si S =Spec(Z)) I'ensemble des xeX
ol o est défini; c’est évidemment un ouvert de X. En outre, pour tout ouvert W de X,
on a

(20.2.3.1) domg(w | W) = (domg(w)) n W

en vertu de la propriété des ouverts schématiquement denses rappelée dans (20.2.2).

Proposition (20.2.4). — Supposons que X, Y soient des S-préschémas tels que le morphisme
structural 'Y —S  sott séparé ; alors, st o est un pseudo-S-morphisme de X dans Y, domg(w) est
le plus grand des ouverts schématiquement denses U de X tels qu’il y ait un S-morphisme u : U—Y
appartenant & la classe o.

I1 suffit évidemment de prouver que si U, U’ sont deux ouverts schématiquement
denses dans X tels que deux S-morphismes % : U—Y et «’: U'—Y soient équivalents,
alors les restrictions de u et #’ 2 Un U’ sont égales. Or il existe par hypothése un ouvert
U”cUnU’, schématiquement dense dans X et dans lequel « et 4’ coincident; comme U"”’
est aussi schématiquement dense dans Un U’, notre assertion résulte de (11.10.1, d)).

Corollaire (20.2.5). — Soient S un Sy-schéma, X, Y deux S-préschémas tels que le morphisme
composé Y —S—>S, soit séparé (ce qui implique (I, 5.5.1) que Y—S DPest aussi). Pour tout
pseudo-S-morphisme o de X dans Y, on a alors domg(w)=domg (w). En particulier, si Y
est un schéma, on a domg(w)=dom(w).

En effet, il est clair que domg(w)cdomg (w) sans hypothése de séparation; en
vertu de (20.2.4), il suffit de prouver que si un Sy;-morphisme #,: U;—Y d’un ouvert
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schématiquement dense U, de X dans Y est tel que le composé uv,: UogY -8
coincide avec la restriction du morphisme structural w,: U,—~S dans un ouvert UcU,
schématiquement dense dans X, alors on a yy=w,. Mais en vertu de I’hypothése que
le morphisme S—S, est séparé, cela résulte encore de (11.10.1, d)).

Corollaire (20.2.6). — Sous les hypothéses de (20.2.4), le préfaisceau U~>Ps. homg(U, Y)
est un faisceau.

En effet, soient U un ouvert de X, (U,) un recouvrement de U par des ouverts
de U; supposons donné pour chaque « un pseudo-S-morphisme w, de U, dans Y, de sorte
que pour tout couple d’indices o, {8, les restrictions (20.2.2) des pseudo-S-morphismes o,
et wg & U,nU; soient égales; en vertu de (20.2.3.1), cela entraine que
domg(w,) N Ug=domg(ws) nU,. Soit alors W la réunion des ouverts domg(w,), et,
pour tout a, soit u, le S-morphisme unique domg(w,)—Y appartenant a la classe o,
(20.2.4); en raison de I’hypothése et de (20.2.4), les restrictions de u, et uz a
domg(w,) ndomg(wg) sont égales, donc il existe un morphisme u:W-—Y dont la
restriction & chaque ouvert domg(w,) est égale a u; il est clair que W est schématiquc-
ment dense dans U, donc définit un pseudo-S-morphisme « de U dans Y dont les restric-
tions aux U, sont les .

Remarque (20.2.7). — Onsait (11.10.4) que lorsque X est réduit, il revient au méme
de dire qu’un ouvert de X est dense dans X ou qu’il est schématiquement dense dans X;
la notion de pseudo-morphisme (resp. pseudo-S-morphisme) de X dans Y coincide alors
avec celle d’application rationnelle (resp. S-application rationnelle) de X dans Y (I, 7.1.2).
Dans le cas général, la notion de pseudo-morphisme semble plus utile que celle d’appli-
cation rationnelle.

(20.2.8) On appelle pseudo-fonction sur X un pseudo-morphisme de X dans
Spec(Z[T]) (T indéterminée), ou, ce qui revient au méme, un X-pseudo-morphisme
de X dans X®,Z[T]; il revient aussi au méme (I, 3.9.15) de dire qu’une pseudo-
fonction sur X est une classe d’équivalence de sections de Oy au-dessus d’ouverts schématiquement
denses de X, deux sections geI'(U, Oy), g’'e'(U’, Ox) au-dessus de tels ouverts étant équi-
valentes s’il existe un ouvert U’ cUnU’, schématiquement dense dans X, ot g et g’
coincident. On peut ici appliquer (20.2.4) avec S=X et Y=X®,Z[T]; donc, pour
toute pseudo-fonction ¢ sur X, il existe un plus grand ouvert schématiquement dense
dom(¢p) dans X tel qu’il y ait une section de Ox au-dessus de dom(¢) appartenant a la
classe ¢. Il est clair que le faisceau Ps.homy (X, X®,Z[T])) est ici un faisceau d’anneaux,
et méme une Oyx-Algébre, que nous noterons #y; il résulte de (20.2.6) que, pour tout
ouvert U de X, I'(U, .#%) est égal a ’ensemble des pseudo-morphismes de U dans
Spec(Z[T]); on pose M'(X)=I'(X, .#%). Dire qu'une section ¢ de .#x au-dessus de U
est inversible dans Panneau I'(U, A%) signifie qu’il existe un ouvert U’ schématiquement
dense dans dom(¢), donc dans U, tel que, si g est I'unique section de Oy au-dessus de
dom(¢) appartenant a ¢, g| U’ soit inversible dans I'(U’, Ox). Il résulte de (I, 3.3.15)
que, dans la correspondance canonique entre I'(V, Oy) et Hom(V,Z[T]) (V ouvert
de X) les éléments inversibles de I'(V, 0x) correspondent aux morphismes qui se
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Sactorisent en V — Spec(Z[T, T~']) — Spec(Z[T]). On en conclut que le faisceau A%
des germes de sections inversibles de .#% s’identifie canoniquement au faisceau
Ps . homg (X, X®,Z[T, T71]). '

Lemme (20.2.9). — Sotent U un ouvert de X, s un élément régulier de I’anneau T'(U, Ox);
alors Uensemble ouvert U, des x€U tels que s(x)=o0 est schématiquement dense dans U.

En effet, soient V un ouvert de U, ¢ une section de Oy au-dessus de V telle que
t|(VaU,)=o0. Pour tout ouvert affine WcV, il existe alors un entier n tel que
s"t{W=o0 (I, 1.4.1); mais puisque s est un élément régulier de T'(U, Ox), cela entraine
t{{/W=o0, don i=o.

(20.2.10) Considérons une fonction méromorphe fe M(X) (20.1.4); alors dom(f)
est schématiquement dense dans X : en effet, tout point de X admet un voisinage ouvert U
tel qu’il existe une section seI'(U, Oy) qui est un élément régulier de cet anneau, et
pour laquelle s(f|U)el'(U, 0x); comme s|U, est inversible, on en conclut que
SflU,el(U,, 0x), donc U,cdom(f) par définition (20.1.4), et notre assertion résulte
donc du lemme (20.2.9). On peut donc associer a f la pseudo-fonction égale a la classe
de la section de Oy au-dessus de dom(f), restriction de f; opérant de méme en rempla-
gant X par un ouvert quelconque de X, on obtient ainsi un homomorphisme canonique

de Ox-Algébres
(20.2.10.1) My — My

qui, par restriction, donne évidemment un homomorphisme de faisceaux de groupes
abéliens

(20.2.10.2) My —~ MY

pour les faisceaux de germes inversibles de sections de #x et Ax.

Proposition (20.2.1x). — (i) L’homomorphisme canonique (20.2.10.1) (et par suite
aussi (20.2.10.2)) est injectif.

(ii) Supposons, soit que X soit localement noethérien, soit que X soit réduit et que I’ensemble
de ses composantes irréductibles soit localement fini. Alors I’ homomorphisme canonique (20.2.10.1)
(et par suite aussi (20.2.10.2)) est bijectif.

Les questions envisagées étant locales sur X, on peut se borner a considérer le cas
ot X =Spec(A) est affine, et & montrer alors que I’homomorphisme canonique
M(X)—M’'(X) est toujours injectif, et qu’il est bijectif dans les cas considérés dans (ii).
Compte tenu de la définition du faisceau #x (20.1.3), on peut d’ailleurs remarquer
que (20.2.10.1) provient en fait d’un homomorphisme de préfaisceaux

I(U, 0x) [D(U, #)~1] - T (U, A%)
et il suffit de montrer que, pour U affine, ce dernier est injectif (resp. bijectif sous les

hypothéses de (ii)). Notant S ’ensemble des éléments réguliers de A (de sorte que S™'A
est Vanneau total des fractions de A), on doit donc considérer Phomomorphisme canonique

(20.2.11.1) STtA - M'(X)
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et montrer qu’il est injectif (resp. bijectif sous les conditions de (ii)). Or, on peut écrire

S_IAZH_H;I A,, ou t parcourt 'ensemble des éléments réguliers de A, ordonné suivant
13

la relation « ¢ est un diviseur de ¢’ » (0, 1.4.5); on peut aussi écrire A,=I(D(¢), Ox).

D’autre part on a par définition M’(X)———}i_n; I'(U, 0x), ou U parcourt ensemble des
U
ouverts schématiquement denses de X (ordonné par la relation 3), et l’application

(20.2.11.1) n’est autre que l'application canonique provenant du fait que les D(f)
constituent une partie de ’ensemble des ouverts schématiquement denses dans X (20.2.9).
Notons que par définition d’un ouvert schématiquement dense, I’homomorphisme
I'(U, 0x) >T'(U’, Og) pour deux tels ouverts U'cU est toujours injectif, donc il en est
de méme des homomorphismes I'(U, 0x) ~M’(X), et on en conclut que (20.2.11.1)
est injectif. Pour prouver que (20.2.11.1) est bijectif, il suffit de montrer que Pensemble
des D(¢#) est cofinal & ensemble des ouverts schématiquement denses, autrement dit que
pour un tel ouvert U, il existe ¢ régulier dans A tel que D(#)cU. Or, lorsque X est
réduit et que les composantes irréductibles de X forment un ensemble localement fini,
cet ensemble est fini puisque X a été supposé affine, autrement dit A n’a qu'un nombre
fini d’idéaux premiers minimaux p;; comme A est réduit, I'intersection des p; est réduite
a o, et dire que ¢ est régulier équivaut donc a dire que ¢ n’appartient a aucun des p,;
on conclut donc par le raisonnement de (I, 7.1.9.1). Lorsque A est noethérien, dire
que U=X—-Y (o0 Y=V(J) est fermé dans X) est schématiquement dense signifie
(5.10.2) que Y ne rencontre pas Ass(0Ox), et en vertu de Bourbaki, Alg. comm., chap. IV,
§ 1, n° 4, prop. 8, cela entraine I’existence d’un ¢eJ tel que ¢ soit A-régulier, donc
UoD(¢).

On a en outre prouvé au cours de cette démonstration le

Corollaire (20.2.12). — St X =Spec(A), o A est nocthérien, ou réduit et n’ayant qu’'un
nombre fini d’idéaux premiers minimaux, les ouverts schématiquement denses dans X sont ceux qui
contiennent un ouvert de la forme D(t), ot t est régulier dans A, et M(X)=M'(X) est anneau
total des fractions ST'A, ot S est Pensemble des éléments réguliers de X.

Remarques (20.2.13). — (i) Soient ¢ un élément de M(X), ¢’ son image dans M'(X);
on a évidemment, par définition ((20.1.4) et (20.2.8)) dom(¢)cdom(e’); mais en
fait on a I’égalité dom(¢)=dom(¢’), car il existe une section de Oy au-dessus de dom(e¢’),
appartenant a la classe ¢’, et la fonction méromorphe correspondante est égale a ¢
(20.2.11, (i)), donc dom(¢’) cdom(sp).

(ii) On a déja noté que lorsque X est réduit, on a My = K(X) (faisceau des fonctions
rationnelles sur X (I, 7.3.2)); si en outre les composantes irréductibles de X forment
un ensemble | localement fini, on a Ay =My =X (X). En général, puisque tout ensemble
ouvert schématiquement dense est dense, on a un homomorphisme canonique A5 —%(X),
mais méme lorsque X est localement noethérien, cet homomorphisme n’est pas néces-
sairement injectif. Par exemple, si X =Spec(A), ol A est un anneau noethérien tel
que Ass(A) contienne des idéaux premiers immergés (ce qui entraine que A n’est pas
réduit), on a vu que M(X) et M'(X) s’identifient & I’anneau total de fractions S A,
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ou S est ’ensemble des éléments réguliers de A, complémentaire de la réunion des idéaux
peAss(A); par contre, R(X) s’identifie 3 Q ~'A, ou Q est le complémentaire de la
réunion des idéaux premiers minimaux de A (I, 7.1.9), et ’homomorphisme canonique
A—>Q'A (etafortiori ST'A - Q7 'A) n’est donc pas injectif, puisqu’il existe dans A—Q
des éléments + o0 de A annulés par des éléments de Q (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV,
§ 1, n® 1, cor. 2 de la prop. 1).

(iii) On notera que méme lorsque X est localement noethérien, le Oy-Module .45 n’est pas nécessairement quasi-
cohérent. Considérons par exemple un anneau local noethérien A de dimension >2, dont ’idéal maximal m est
tel que meAss(A) et que sil’on pose X = Spec(A), le schéma induit sur ’'ouvert U de X, complémentaire de {m},
soit intdgre. Les seuls éléments réguliers de A sont alors les éléments inversibles, donc I'(X, #y)=M(X)=A;
si My était quasi-cohérent, il serait donc égal & Oy; mais comme U est un schéma intégre, #y|U=R(U) est
un faisceau simple (I, 7.3.5), alors que 0 n’est pas un faisceau simple puisque dim(A)>2.

Reste a4 donner un exemple d’anneau A ayant les propriétés précédentes. Il suffit de considérer un anneau

local intégre B de dimension > 2 et de corps résiduel %, et de prendre A =B®k avec la loi de multiplication
(b, x) (", ¥") = (b, bx" + b'x).

(iv) Si X est localement noethérien, il résulte de (5.10.2) que les ouverts schéma-
tiquement denses dans X sont ceux qui contiennent ensemble Ass(Oy).

(20.2.14) Soient X un préschéma, % un Ox-Module quasi-cohérent et striciement
sans torsion (20.1.5), de sorte que & s’identifie & un sous-Ox-Module de #5(F). Pour
toute section méromorphe « de & au-dessus de X, on appelle Idéal des dénominateurs de u
Pannulateur ¢ de la section u image de u dans My (F)|F. L’1déal £ est quasi-cohérent :
en effet, la question étant locale sur X, on peut se borner au cas ou X est affine, et il
existe une section seI'(X, & (Ox)) telle que v=suel'(X, #). Dire que, pour un ouvert
UcX, une section fel'(U, Oy) appartient & I'(U, #) signifie que f(u|U)el'(U, %),
et puisque 5| U est un élément régulier de I'(U, Ox) et que F est strictement sans torsion,
la relation précédente équivaut encore a f((su)|U)el'(U, sF); si v est la section
de & [s&, image canonique de v, on voit donc que £ est le noyau de ’homomorphisme
Ox—F [sF obtenu par multiplication par la section 7. Comme % [sZ est quasi-cohérent,
il en est de méme de 7.

Il résulte aussitét de la définition précédente que dom(u) est louvert complémentaire
du sous-préschéma fermé de X défini par I'Idéal des dénominateurs de u.

Proposition (20.2.15). — Soient f:X'-—>X un morphisme, F un Ox-Module quasi-
cohérent, @ une section de M(F) au-dessus de X (20.1.11). Alors f~"(dom()) est schémati-
quement dense dans X'.

La question étant évidemment locale sur X et X', on peut supposer X = Spec(A),
X’'=Spec(A’) affines, F= ﬁ, et ¢ =A®(1/s), ot heM et s est un élément régulier
de A dont I'image s" dans A’ est un élément régulier. On sait alors (20.2.9) que D(s’)
est un ouvert schématiquement dense dans X', et c’est I'image réciproque par f de D(s),
qui est contenu dans dom(gp).

Remarque (20.2.16). — Lorsque Y n’est pas séparé, le préfaisceau U~>Ps.homy(U, Y) sur X n’est pas néces-

sairement un faisceau, méme lorsque X est noethérien, comme le montre ’exemple suivant. Nous allons prendre
pour X un spectre d’un anneau semi-local noethérien A de dimension 2, ayant exactement deux idéaux
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maximaux m’, m” (donc tel que X ait exactement deux points fermés x”, x”’), de sorte que m’ et m’’ appartiennent
a Ass(A) et que Pouvert U=X—{x/,x”} soit inidgre. Soient U'=X—{x"}, U"=X—{x"}, de sorte que
U=U'nU". Notons que les seuls ouverts schématiquement denses dans X sont ceux qui contiennent x” et x”
(20.2.13, (iv)), donc ils sont nécessairement identiques & X. Pour avoir un contre-exemple, il suffira donc de
définir deux S-morphismes #” : U'—Y, 4" : U”—Y (avec S =X) dont les restrictions 2 U appartiennent au méme
pseudo-morphisme de U dans Y, mais qui sont tels que, pour tout voisinage V' de ¥/ dans U’ et tout voisinage V"
de &” dans U”, les restrictions de »” et ¥/ & V'N'V” soient distinctes. Pour cela, considérons une partie fermée
irréductible Z de X contenant x” et x”/, distincte de X; soit Y le X-préschéma obtenu en recollant deux préschémas Y’,
Y” isomorphes & X le long de I’ouvert partout dense X—Z (I, 2.3.1). On prendra alors pour «’ et u”” les restrictions

respectives 3 U’ et U” des isomorphismes réciproques des isomorphismes structuraux Y’ = X, Y~ I X. CommeV’
et V” contiennent le point générique de Z, les restrictions de #” et /' & V/N'V” sont distinctes, mais les restrictions
de o’ et v’ & U—(UNZ) sont égales, et U—(UNZ) est un ouvert dense dans U, donc schématiquement dense
puisque U est réduit.

Reste donc seulement & définir A et Z de fagon & avoir les propriétés précédentes. Soient X, = Spec(B) un
schéma affine intégre (par exemple le plan affine sur un corps £), Y une partie fermée irréductible de X, (par exemple
une droite affine) contenant deux points fermés distincts »” et x”/, correspondant aux idéaux maximaux w’, n”” de B.
On considére ’anneau G = B® (B/n’®B/n”’) avec la multiplication (b, 2)(¥’, 2’) = (b¥", bz’ + b'z). Si X, = Spec(C),
ona Xy=(X;),eq €t X, est réduit sauf aux points x”, x”. Il suffit alors de prendre A =R71C, ou R est le complé-
mentaire de la réunion des idéaux maximaux de C aux points x’, £/, et pour Z la trace de Y sur X = Spec(A).

20.3. Composition des pseudo-morphismes.

(20.3.1) Soient X, Y, Z trois préschémas, v un pseudo-morphisme de X dans Y,
f:Y—>Z un morphisme. 1l est clair que si U’, U” sont deux ouverts schématiquement
denses dans X, #': U'—Y, 4" : U”"—Y deux morphismes de la classe w, les morphismes
Sfou' et fou”’ sont équivalents (pour la relation définie dans (20.2.1)), donc, pour tous
les morphismes u de la classe , les morphismes fou apparticnnent & une méme classe
d’équivalence, que I’on note fow et que l'on appelle le pseudo-morphisme de X dans Z
composé de f et de . On a dom(fow)=dom(w). Si g:Z—T est un morphisme, il est
clair que 'on a go(fow)=(gof)ow.

(20.3.2) Supposons maintenant donnés un pseudo-S-morphisme o de X dans Y,
ot Y est séparé sur S, de sorte qu’il existe un S-morphisme # : domg(w) =Y de la classe @
(20.2.4). Soit f:X'—+X un S-morphisme tel que Pouvert V’'=f"!(domg(w)) soit
schématiquement dense dans X'; alors on dit que la classe (pour la relation d’équivalence
de (20.2.1)) du S-morphisme uo(f|U’) (classe qui est définie en vertu de ’hypothese
précédente) est le pseudo-S-morphisme composé de et de f, et on le note wof; il est clair
que Ton a

(20.3.2.1) fY(domg(w)) cdomg(wof).

Pour f:X'—>X donné, on note Ps.homg(X,Y)" I’ensemble des pseudo-
S-morphismes » de X dans Y qui vérifient la condition précédente. Si « est un tel
pseudo-S-morphisme, il est clair que pour tout ouvert V de X,

f~Hdomg(w] V)) =1V ndomg(w)) =f (V) nf~}(dom(w))

est schématiquement dense dans f~(V), donc, si f' :f~' V)=V est la restriction
de f; le composé (w|V)of” est défini et égal & (wof)|f~*(V). On définit ainsi une
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application canonique de restriction Ps.homg(X, Y)/~>Ps.homg(V, Y)", ce qui
permet de définir un préfaisceau d’ensembles V->Ps.homg(V, Y) sur X, sous-
préfaisceau de V~>Ps.homg(V,Y), d’ou un faisccau d’ensembles associé que l'on
note &s.homg(X, Y)!. En outre, pour tout ouvert V de X, on a une application o->wof"
de Ps.homg(V, Y)" dans Ps.homg(f~(V),Y), qui définit donc un f-morphisme de
faisceaux d’ensembles

Ps .homg(X, Y) — Ps.homg(X', Y).

(2z0.3.3) Soit maintenant f':X'""—>X’ un S-morphisme tel que louvert
F Y fY(domg(w))) soit schématiquement dense dans X'’'; alors wo(fof’) est défini
et wuofof’ appartient & ce pseudo-S-morphisme; en outre, en vertu de (20.3.2.1),
S Y (domg(weof)) est a fortiori schématiquement dense dans X", donc (wof)of’ est aussi
défini et uofof’ appartient a ce pseudo-S-morphisme, donc on a (wof)of'=wo( fof’).

D’autre part, pour tout S-morphisme g:Y—>Z, on a domg(gow)==domg(w)
(20.3.1), donc (gow)of est défini, et gouof appartient a ce pseudo-S-morphisme,
ce qui montre que (gow)of=go(wof).

(20.3.4) Le cas le plus important dans la définition (20.3.2) est celui ou 'on a
Ps . homg(X, Y)I=Ps.homg(X,Y) : il suffit pour cela que pour tout ouvert U de X et
tout ouvert V schématiquement dense dans U, f~*(V) soit schématiquement dense dans
S~YU); lorsqu’il en est ainsi, alors, pour fout ouvert U de X et fout pseudo-S-morphisme
o : U—Y, on peut définir le composé wofY, méme si Y n’est pas séparé sur S. En effet,
si #:U =Y et u':U"’'-»Y sont deux morphismes de la classe o, ils coincident
dans un ouvert U, schématiquement dense dans U, donc les morphismes composés
iUy -u XY et f~yury-u~ %> Y coincident dans f~1(U,), qui est par hypothése
schématiquement dense dans f~*(U); on peut donc définir wof’ comme la classe d’un
quelconque des morphismes f~*(U’)—U’ = Y, ou ' appartient 3 o.

Proposition (20.3.5). — Sotent X, X' deux préschémas, f:X'—>X un morphisme.
Alors, dans chacun des trois cas suivants, pour tout ouvert U de X et tout ouvert V schématiquement
dense dans U, f~Y(V) est schématiquement dense dans f~*(U) :

(1) f est plat et localement de présentation finie.

(il) f est plat et Pespace sous-jacent & X est localement noethérien.

(iii) X' est réduit, Pensemble des composantes irréductibles de X est localement fini, et toute
composante irréductible de X' domine une composante irréductible de X.

L’assertion (i) résulte de (11.10.5, (ii), 4)); I’assertion (ii) résulte de (11.10.5,
(ii), a)), car alors tout ouvert V dans U est réfrocompact, autrement dit ’injection cano-
nique j:V—U est un morphisme quasi-compact. Enfin, pour prouver (iii), notons
que puisque X' est réduit, il suffit de montrer que pour tout ouvert U de X et tout ouvert V
dense dans U, f~Y(V) est dense dans f~'(U). Or, pour que f~(V) soit dense dans
S7Y(U), il suffit que f~*(V) contienne tous les points maximaux de X’ appartenant
a f~1(U); la conclusion résulte donc de ’hypothése que 'image par f de tout point
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maximal de X' appartenant & f~!(V) est un point maximal de X appartenant a U,
donc a V puisque l’ensemble des composantes irréductibles de X est localement
fini.

(20.3.6) Soient X, Y deux S-préschémas; supposons que X vérifie 'une des deux
hypothéses suivantes :

a) X est localement noethérien;

b) X est réduit et Uensemble de ses composantes irréductibles est localement fini.

Alors, pour tout xeX, le S-morphisme canonique j: Spec(Ox ,)—>X est plat et
vérifie 1a condition (ii)} de (20.3.5) dans le cas a), la condition (iii) de (20.3.5) dans
le cas &). Pour tout pseudo-S-morphisme » de X dans Y, le composé woj est donc défini
et est un pseudo-S-morphisme de Spec(Ox ,) dans Y, appelé la restriction de o
a Spec(0x ,). Notons maintenant que si X vérifie la condition a) (resp. b))
de (20.3.6), il en est de méme de tout préschéma induit sur un ouvert U de X
contenant x. Par passage & la limite inductive, on déduit donc, des applications cano-
niques Ps.homg(U, Y) —Ps.homg(Spec(0x ,), Y) ainsi obtenues, une application
canonique

(20.3.6.1) (Ps.homg(X, Y)),~Ps.homg(Spec(¥x ,), Y)

ou le premier membre est la fibre au point x du faisceau Ps.homg(X,Y), ensemble des
germes en x de pseudo-S-morphismes de voisinages ouverts de x dans Y.

Proposition (20.3.7). — Sous les hypothéses de (20.8.6), Uapplication canonique
(20.9.6.1) est injective. Si en outre Y est localement de présentation finie sur S, application
(20.3.6.1) est bijective.

Par application de la méthode de (8.1.2, a)), cette proposition sera un cas parti-
culier de la suivante :

Proposition (20.3.8). — Les notations étant celles de (8.8.1), supposons X, quasi-compact
(vesp. quasi-compact et quasi-séparé) et Y, localement de type fini (vesp. localement de présentation
Sfinie) sur S,. Supposons en outre que Uune des conditions suivantes soit vérifiée :

(i) Les morphismes de transition S,—S, (pour A<yp) sont plats, et les X, et X sont
noethériens.

(i) Les X, sont réduits, 'ensemble des composantes irréductibles de X et de chacun des X,
est fini, et, pour A<y, toute composante irréductible de X, domine une composante irréductible
de X,.

Alors, Uapplication canonique

(20.3.8.1) lin_;l Ps.homg, (X, Y;) — Ps.homy(X, Y)

est injective (resp. bijective).

Notons d’abord que, dans le cas (i), les morphismes X,~—>X, (pour Asy) et
X—X, sont plats, donc il résulte de (20.3.4) et (20.3.5) que les applications
canoniques

Ps.homyg, (X, Y,) — Ps.homsu(Xu, Y,)
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pour A<p et Ps.homg, (X;,Y,;) - Ps.homg(X, Y) sont définies (sans hypothése de
séparation sur les Y, ni Y); il en est par suite de méme de P’application (20.5.8.1).
La proposition va résulter du lemme suivant :

Lemme (20.3.8.2). — Les notations étant celles de (8.8.1), supposons X, quasi-
compact, et soit U, un ouvert dans X ; soient U, et U ses tmages réciproques dans X, et X
pour h=a. Supposons que P'une des conditions (i), (ii) de (20.9.8) soit vérifiée. Alors, pour que U
sott sc/zématiquem_ent dense dans X, il faut et il suffit qu’il existe A>o tel que U, soit schémati-
quement dense dans X, et dans ce cas U, est schématiquement dense dans X, pour u>1.

Supposons d’abord vérifiée la condition (i); désignons par j,:U,—>X, et
J: U—=X les injections canoniques, par 7, le noyau de ’homomorphisme canonique

X)\—>( J'x)*(wux)- L’immersion j, étant quasi-compacte et quasi-séparée, ( j;\)*(d’UA) est
un COx,-Module quasi-cohérent, donc 7, est un Idéal quasi-cohérent de 0Oy,, et
puisque X, est nocthérien, £, est cohérent, donc de type fini. D’autre part, le morphisme
de transition p,,: X, =X, (resp. p,: X—X,) étant plat, il résulte de (2.3.1) que
Pon peut identifier (j,),(Oy,) 2 p3,((4)),(0,)) (resp. j,(@y) 2 p3((7),(0p))))- L'assertion
résulte alors de la définition d’un ouvert schématiquement dense et de (8.5.8, (ii)).

Pour établir (20.3.8.2) lorsque la condition (ii) est vérifiée, nous prouverons
d’abord deux lemmes.

Lemme (20.3.8.3). — Sous les hypothéses de (8.2.2), soit M, (resp. M) lensemble
des points maximaux de S, (resp. S). Supposons que pour tout h, Pensemble M, soit fini, et que
les M, forment un systéme projectif d’ensembles. Alors M est limite projective du systéme des M,.

Montrons d’abord qu’un point sel(i_rE M, est maximal dans S : en effet, si s
est une générisation de s, 'image s de s’ dans S, est une générisation de I'image s, de s,
donc égale a s, pour tout A, ce qui implique s'=s, puisque I'ensemble sous-jacent & S
est limite projective des ensembles sous-jacents aux S, (8.2.9). Inversement, soit s un
point maximal de S et prouvons qu’il appartient a l(g M, . Soient 5, 'image de s dans S,,
M; P'ensemble des points maximaux de S, qui sont des générisations de s,; les M sont
des ensembles finis non vides, qui forment un systéme projectif, donc M'= I(E M n’est
pas vide et 'application M’'—Mj est surjective (Bourbaki, Ens., chap. III, 2°© éd., § 7,
n° 4, Exemple I). D’autre part, on a Spec(0g, s)=1<i_g Spec(¥g, ,,,) en vertude (8.2.12)
et (8.2.9), donc les points de 1(1_11_1 M}, sont aussi points maximaux de Spec(0y ,) d’apres
la premiére partie du raisonnement. Donc M’:l(iE M; se réduit nécessairement au
point s; on en conclut que Mj se réduit au point s, et par suite les s, sont maximaux
dans les S,, ce qui achéve de prouver le lemme.

Lemme (20.3.8.4). — Les hypothéses étant celles de (20.3.8.3), supposons en outre S,
quast-compact; soit 'V, un ensemble ouvert de S, et soient V, et 'V ses images réciproques dans S,
pour Z=o et dans S. St U, est dense dans S, U, est dense dans S, pour A>a et U est dense
dans S. Inversement, si U est dense dans S et st de plus Pensemble M des points maximaux de S est
Sini, il existe Z\>o tel que U, soit dense dans S,.

En effet, puisque M, est fini, 'hypothése que U, est dense dans S, entraine que
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M,cU,, donc M,cU, pour A>a et McU en vertu de (20.3.8.3), ce qui prouve
la premiére assertion. Inversement, supposons M fini et U dense dans S, donc McU;
notons que les U, sont ouverts, donc ind-constructibles et les M, finis, donc pro-
constructibles (1.9.6). La seconde assertion résulte alors de (8.3.2).

(20.3.8.5) Fin de la démonstration de (20.3.8.2). — Supposons la condition (ii)
vérifiée, et notons que X est alors réduit en vertu de (8.7.1); il revient donc au méme
de dire que U, (resp. U) est schématiquement dense dans X, (resp. X) ou qu’il est
dense dans X, (resp. X), et la conclusion résulte de (20.5.8.4) appliqué aux X, et
a X.

(20.3.8.6) Fin de la démonstration de (20.3.8). — Pour montrer que I’application
(20.3.8.71) est injective, considérons deux morphismes u;, 3 d’un ouvert schématique-
ment dense U,cX, dans Y,, et supposons que leurs images «’, #”’, morphismes de U
dans Y, coincident dans un ouvert schématiquement dense V de U. En outre, dans
P’une ou l'autre des hypothéses (i), (ii), on peut supposer V quasi-compact; c’est évident
si X est noethérien; sinon, comme X n’a qu'un nombre fini de points maximaux et est
réduit, il suffit de remplacer V par la réunion d’un nombre fini de voisinages ouverts
affines de ces points maximaux (contenus dans V par hypothése). Alors il existe un Az«
tel que V soit 'image réciproque d’un ouvert quasi-compact V, de X, (8.2.11), et il
résulte de (20.3.8.2) qu’en prenant A assez grand, on peut supposer que V, est schéma-
tiquement dense dans X,. Il résulte alors de (8.8.2, (i)) qu’en prenant A assez grand,
uy et uy coincident dans V,, donc appartiennent au méme pseudo-homomorphisme.

Prouvons enfin que l'application (20.3.8.1) est surjective. On considére mainte-
nant un morphisme « d’un ouvert schématiquement dense U de X, dans Y; comme
ci-dessus, on peut supposer U quasi-compact et quasi-séparé (U pouvant étre remplacé,
dans le cas (ii), par une réunion d’un nombre fini d’ouverts affines deux a deux disjoints).
On peut donc encore supposer qu’il existe un A=« tel que U soit 'image réciproque d’un
ouvert quasi-compact U, de X, (8.2.11) qui est automatiquement quasi-séparé, et
par (20.3.8.2) on peut supposer en outre que U, soit schématiquement dense dans X,.
Puisque les Y, sont supposés localement de présentation finie, il résulte de (8.8.2, (i))
qu’il existe un A tel que « soit I'image d’un morphisme «, : U,—Y,; d’ou la conclusion.

Remarques (20.3.8.7). — (i) Pour prouver que 'application (20.3.8.1) est injec-
tive, il n’est pas nécessaire, dans I’hypothése (i) de (20.3.8), de supposer X noethérien.
En effet, le lemme (20.3.8.2) n’utilise pas cette hypothése. Avec les notations de
(20.3.8.6), soit Z, le sous-préschéma des coincidences de u) et uy, et soit Z le sous-
préschéma des coincidences de u" et u’’; il résulte de la définition (17.4.5) et de
(I, 3.3.10.1) que Z est limite projective des Z, pour p>A. Or, par hypothése, Z majore
un ouvert schématiquement dense dans X; il en résulte que Z est lui-méme induit sur
un ouvert de X en vertu du lemme suivant :

Lemme (20.3.8.8). — Soit T un préschéma. Alors tout sous-préschéma W de T qui majore
un ouvert schématiquement dense V de T est induit sur un ouvert (schématiquement dense) de T.

En effet, le sous-espace de T sous-jacent & W est localement fermé, donc ouvert
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dans son adhérence, ce qui prouve déja que I’espace sous-jacent 2 W est ouvert dans T}
la conclusion résulte alors de (rr.10.1, ¢)).

Ce lemme étant établi, on en conclut que pour w>A assez grand, Z, est induit
sur un ouvert de X, en vertu de (8.6.3), car Z,, en tant que sous-préschéma d’un
préschéma noethérien, est de présentation finie sur X, (1.6.2), et il en est donc de
méme des Z, pour u>2 sur X, et de Z sur X. On peut maintenant appliquer (20.3.8.2)
qui montre que pour p>Ai assez grand, Z est schématiquement dense dans X, d’ou la
conclusion.

(ii) Si, dans T’hypothése (i) de (20.3.8), on supprime la condition que X est
noethérien, on voit que le raisonnement de (20.3.8.6) montre encore que l'image
de (20.3.8.1) est formée des pseudo-S-morphismes ayant un représentant qui est un
S-morphisme U-—Y, ot U est schématiquement dense dans X et quasi-compact et quasi-
séparé.

Corollaire (20.3.9). — Supposons vérifides Pune ou Pautre hypothése a), b) de (20.3.6)
sur X, et que Y soit localement de présentation finie sur S. Alors, pour qu’un pseudo-S-morphisme
de X dans Y soit défini au point x (20.2.3), il faut et il suffit que sa restriction @ Spec(Ox ,) soit
partout définie (autrement dit, soit un S-morphisme de Spec(Ox ,) dans Y).

Le résultat suivant, qui nous servira dans la démonstration de (20.3.11), utilise
la théorie de la descente fidélement plate du chap. VI. Le lecteur pourra vérifier
que les résultats de (20.3) ne seront pas utilisés dans cette théorie.

Lemme (20.3.10). — Sotent f: X' —~X un S-morphisme fidélement plat et quasi-compact,
X"=X"xxX', p; et p, les projections canoniques de X'' dans X', Y un préschéma séparé sur S.
Soient U un ouvert de X, U'=f"Y(U), U"=p7 (U")=p; 1 (U"), et supposons que U" soit
schématiquement dense dans X', Soit g : U—Y un S-morphisme ; alors, si go(f|U) se prolonge
en un S-morphisme X' —Y, g se prolonge en un S-morphisme X—Y.

On notera que les hypothéses entrainent que U (resp. U’) est schématiquement
dense dans X (resp. X') (11.10.5, (i)); on peut donc encore dire que si & désigne le
pseudo-S-morphisme classe de g, I’énoncé de (20.3.10) signifie que st wof est partout
défini, il en est de méme de o.

Pour prouver (20 3.10), désignons par g’ un S-morphisme X'—Y qui prolonge
go(f|U), et posons g;'=g'op,: X" >Y (i=1, 2). Sil’'on pose f"'=fop,=/Ffop,: X" —>X,
il est clair que g;" et g;’ coincident dans U”" avec go(f’'|U"). Mais comme Y est séparé
sur S et U” schématiquement dense dans X', on a gi'=g;, (11.10.1, d)). Comme f
est fidelement plat et quasi-compact, il résulte de la théorie de la descente (chap. VI)
qu’il existe un unique S-morphisme #£:X—>Y tel que khof=g’; comme la restriction
U’—U de f est un morphisme fidélement plat et quasi-compact et que U”=TU"'x U’,
le résultat d’unicité précédent, appliqué a U au lieu de X, montre que £|U=g, ce
qui prouve le lemme.

Proposition (20.3.xx). — Sotent Y un S-préschéma séparé sur S, o un pseudo-S-morphisme
de X dans Y, f: X' =X un S-morphisme. Supposons que f soit plat, et que I'une des conditions
sutvantes soit réalisée :
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(1) f est un morphisme ouvert, ou surjectif

et quasi-compact, et domg(w) contient un ouvert U

schématiquement dense dans X et rétrocompact dans X.
(ii) f est localement de présentation finie.
(iii) Y est localement de présentation finie sur S, et X vérifie Uune des conditions a), b)

de (20.3.6).

Alors, f~'(domg(w)) est schématiquement dense dans X', de sorte que wof est

défini (20.3.2) et lon a

(20.3.11.1)

domg(wof) =f""(domg(w)).

Prouvons d’abord que f~!(domg(w)) est schématiquement dense dans X'. La question

étant locale sur X et X', on peut supposer

X et X' affines et puisque f est plat, il suffit

de voir, en vertu de (11.10.5, (i), ¢)) que domg(w) contient un ensemble ouvert U
rétrocompact et schématiquement dense dans X. Cela résulte de ’hypothese dans le cas (i),
et de (20.2.12) dans le cas (iii), compte tenu du fait que dans un schéma affine, tout

ouvert de la forme D(f) est rétrocompact;
que f~}(domg(w)) est schématiquement den
Prouvons maintenant (20.3.11.1), a

enfin, dans le cas (ii), on voit directement
se dans X’ en appliquant (20.3.5, (1)).
utrement dit que, pour tout point

¥ edomg(wof),

on a x=f(x")edomg(w). Notons d’abord q
plat et quasi-compact. C'est en effet ’hypothe

n’on peut se borner au cas ol f est _fidélement
se dans le second cas de (i); dans les autres

cas, la question est locale sur X', et on peu
quasi-compact. Dans le premier cas de (i) et

t donc supposer déja X et X' affines, donc f
dans le cas (ii) f est un morphisme ouvert

(11.3.1), donc on peut, en remplagant X par 'ouvert f(X'), supposer f surjectif, donc

fidelement plat. Dans le cas (iii), en utilisant (20.3.9), on peut se borner a prouver que

la restriction de w & Spec(Ux ,) est partout définie, et on peut donc remplacer X par

Spec(@x’x), X’ par X'xxSpec(Ox,,) et f

2

par sa restriction a ce dernier préschéma,

qui est un morphisme surjectif (2.3.4), donc fidélement plat.

Supposons donc f fideélement plat et quasi-compact; avec les notations du lemme
(20.3.10), il suffit de voir alors que U”’ est schématiquement dense dans X'/, en prenant
pour U un ouvert schématiquement dense dans X, contenu dans domg(w); cela sera

le cas, en vertu de (11.10.5, (i), @¢)) si U

est pris rétrocompact dans X (puisque le mor-

phisme f"': X" —X est plat). Or I’existence d’un tel ouvert U fait partie de I’hypothese
dans le cas (i); dans le cas (iii) elle résulte de (20.2.12) et du fait que dans un schéma
affine Spec(A), tout ouvert de la forme D(#) est rétrocompact. Enfin, dans le cas (ii),

prenons U=domg(w) et montrons directement que U” est schématiquement dense

dans X'’ : il suffit pour cela de remarquer

que f'":X'"—>X est plat et localement de

présentation finie et d’appliquer (11.10.5, (ii), 8)).
Corollaire (20.3.12). — Soit ¢ une pseudo-fonction sur un préschéma X. Alors, pour tout
morphisme plat et localement de présentation finie f: X' —X, la pseudo-fonction qof est définie

et Pon a dom(pof)=f""(dom(¢)).
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Remarque (20.3.13). — Lorsque X vérifie 'une des conditions @), ) de (20.3.6),
alors on a vu (20.2.11) que les pseudo-fonctions sur X s’identifient aux fonctions méro-
morphes sur X. En vertu de (20.1.12) et de (20.2.13, (i)), si I’on suppose seulement que
le morphisme: f: X' —>X est plat, alors, pour toute pseudo-fonction ¢ sur X, ¢of est
définie et Pon a dom(gpof)=f""(dom(e)).

20.4. Propriétés des domaines de définition des fonctions rationnelles.

(20.4.1) Soient X, Y deux S-préschémas, & un pseudo-S-morphisme de X dans Y.
Soit # un S-morphisme U->Y appartenant & o, ol U est schématiquement dense dans X,
et considérons le graphe I, sous-préschéma de UXxgY (I, 5.3.11), donc sous-préschéma
de X xgY. Supposons que ce sous-préschéma admette une adhérence (I, g.5.11) dans
XxgY; si j: I, >XXgY est linjection canonique, ce sera le cas lorsque le
Ox x y-Module j (0 ) est quasi-cohérent; il résulte de la définition de la classe d’équi-
valence © (20.2.1) que j (Op) ne dépend pas du représentant u considéré, donc le
préschéma adhérence de T, est alors bien déterminé par ; on dit que ce sous-préschéma
fermé de XX Y est le graphe du pseudo-S-morphisme o et on le note I' . On notera
que I', est défini s’il existe un morphisme u: U—Y de la classe o tel que U soit rétro-
compact dans X et si de plus Y est quasi-séparé sur S, car alors I'injection j est un morphisme
quasi-compact et quasi-séparé ((1.2.2) et (1.7.4)); la premiere hypothese sera toujours
vérifiée lorsque X est localement noethérien. Notons aussi que lorsque X est réduit, il en
est de méme de I',, qui est isomorphe & U (I, 5.9.11); alors I', existe et n’est autre
que le sous-préschéma réduit de X xXgY ayant pour espace sous-jacent 'adhérence dans
X xgY de l’espace sous-jacent a I, (I, 5.2.1 et 5.2.2).

Notons enfin que si Y est séparé sur S, T, est fermé dans U XY (I, 5.4.3), donc est
induit par T, (lorsque ce dernier existe) sur’ouvert I'yn (U X Y) (I, 9.5.10); par contre,
ce préschéma induit est en général différent de I, lorsque Y n’est pas séparé. En parti-
culier, si v : X—Y est un S-morphisme, le graphe I',, de la classe o de v peut étre distinct
du graphe I',. Aussi allons-nous dans ce qui suit, lorsqu’il sera question du graphe d’un
pseudo-S-morphisme, nous borner au cas ou Y est séparé sur S.

(20.4.2) Supposons donc I' défini et Y séparé sur S; notons p et ¢ les restrictions
a I, des projections canoniques

2
X Y

Alors, si Ucdomg(w), la restriction p~*(U)—U de p est un isomorphisme (I, 5.5.11);
réciproquement, si U est un ouvert de X ayant cette propri€été, et si « est I'isomorphisme
réciproque de la restriction p~!'(U)—U de p, gou est un S-morphisme de U dans Y qui
coincide avec un morphisme de la classe ® dans Undomg(w). On en conclut que
domg(w) est le plus grand ouvert U de X tel que la restriction p~'(U)—U de p soit un
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isomorphisme. Soit »:domg(w)—>I', le S-morphisme réciproque de la restriction
7! (domg(w)) — domg(w) de p; on note parfois p~* le pseudo-S-morphisme de X dans T,
classe de v (dont I’application rationnelle associée (20.2.13, (ii)) est alors birationnelle)
comme p~*(domg(w)) est le graphe du S-morphisme u = gov : domg(w)—Y, il est schéma-
tiquement dense dans I', (11.10.3, (iv)), donc « peut étre considéré comme le composé
gop~' (20.3.2). Pour toute partic M de lespace sous-jacent & X, on pose parfois
o(M)=g¢(p~*(M)), ce qui revient alors a considérer » comme une application de X
dans P(Y) (ou, comme disent certains auteurs, une « fonction multiforme »). On notera
que lorsque xedomg(w), w({x}) est Pensemble {u(x)}; en général, pour un xeX quel-
conque, si I’on désigne par s 'image de x dans S, par Y, la fibre au point s du morphisme
structural Y-S, Pensemble w({x}) est une partie du préschéma Y,.

(20.4.3) Dans tout le reste de ce numéro, nous allons nous borner au cas o X
est réduit, de sorte qu’il y a alors identité entre pseudo-S-morphismes et S-applications
rationnelles (20.2.7). En outre, le graphe de toute S-application rationnelle de X dans Y
est alors défini (20.4.1).

Proposition (20.4.4). — Soient X un S-préschéma localement intégre, Y un S-préschéma
localement de type fini et séparé sur S, o une S-application rationnelle de X dans Y, p:T,—X
la projection canonique. Alors, si xeX est un point normal fel que Pensemble p='(x) contienne
un point isolé, w est définie au point x.

En effet, la premiére projection p; : X XY —->X est alors un morphisme séparé
et localement de type fini, donc il en est de méme de sa restriction p:I' —X, qui est
en outre birationnel et comme I', est réduit et X intégre, I', est intégre; il résulte donc
de (Erry, 30) que Phypothése sur x entraine lexistence d’un voisinage ouvert U
de x tel que la restriction p~'(U)—U de p soit un isomorphisme; d’ot la conclu-
sion (20.4.2).

On notera que 1’énoncé (20.4.4) est la formulation originelle donnée par Zariski
a son « Main theorem » (2 cela pres qu’il se restreignait aux schémas algébriques sur un
corps de base).

Proposition (20.4.5). — Les hypothéses et notations étant celles de (20.4.4), supposons
en outre X normal, et soient X' un préschéma réduit, f:X'—>X un morphisme localement de type
fini et universellement ouvert. Alors wof est défini, et Pon a domg(wof) =f~!(dom(w))
(en d’autres termes, si x’eX’ et x=f(x'), alors, pour que ® soit définie au point x,
il faut et il suffit que wof le soit au point x').

Comme X’ est réduit et f~!(domg(w)) partout dense dans X' en vertu de (2.4.11),
le composé wof est défini; pour prouver que, lorsque wof est définie au point &', o ’est
au point x, on peut évidemment remplacer X’ par un voisinage ouvert de x’, donc supposer
wof partout définie; en outre, comme f({X') est ouvert dans X, on peut supposer f surjectif.
En vertu de I'hypothése sur f, le morphisme fy): X' XgY — X XgY est alors ouvert,
donc fH!(M)=/fz}(M) pour toute partic M de X xY; prenant pour M Pensemble T,,
ot u:domg(w)—Y estla restriction de » a domg(w), il résulte de la relation précédente
et de (I, 5.3.12) que Pensemble sous-jacent a T, ; est égal a f3,'(T,); comme on sait
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que l"m, est un préschéma réduit (20.4.1), on voit que le X’'-préschéma Fmof est égal a
(ToXxX') poa- Mais comme par hypothese le morphisme composé T, — I', xx X’ &) xe
est un isomorphisme, px, est nécessairement radiciel; comme f est surjectif, il en est
de méme de p:I'y—X (I, 3.4.8), donc p~'(x) est un ensemble réduit & un point
(I, 3.6.4); il résulte alors de (20.4.4) que o est définie au point x.

La proposition suivante donne un critére valuatif pour qu’une application rationnelle
soit définie en un point :

Proposition (20.4.6). — Soient S un préschéma, X, Y deux S-pre’s&/zémas; on suppose X
localement noethérien, Y localement de type fini sur S. Soient U un ouvert dense dans X, h: U—Y
un S-morphisme, x€ X—U un point normal de X, &, : Spec(k(x)) =Y un S-morphisme. Afin
que h puisse étre prolongé en un S-morphisme h' : U’ =Y, o@t U’ est un ouvert de X contenant U
et x, et ot le morphisme composé Spec(k(x)) — U’ Y estie S-morphisme donné k., il faut et
il suffit que la condition suivante soit vérifiée :

(P) Pour tout spectre S, d’un anneau de valuation discréte, de point fermé a et de point
générique b, et tout morphisme wu:S;—>X tel que u(a)==x, u(b)eU, le morphisme composé
hy=ho(u|{b}) : {b}=u""(U)—>Y, se prolonge en un morphisme hi:S,—~Y tel que le
diagramme

Spec(k(a)) —> S,

By

Spec(k(x)) - Y

sott commutatif.

De plus, si cette condition est vérifice, et st B : U =Y est un morphisme vérifiant les
mémes conditions que k', alors il existe un ensemble ouvert contenant Uv{x}, et dans lequel b’
et k'’ coincident.

Prouvons d’abord la derniére assertion; on peut supposer &' et 4'* définis dans le
méme ouvert Uyd Uu{x}. Le sous-préschéma Z des coincidences de &’ et &' (17.4.5)
contient U et x, donc il y a un voisinage ouvert V de x dans U, tel que le sous-
préschéma induit par Z sur Pouvert Zn'V soit un sous-préschéma fermé du préschéma
induit par X sur V; comme ce préschéma ZnV majore le sous-préschéma induit par V
sur 'ouvert UnV, et que ce dernier est schématiquement dense dans V, ZnV est
nécessairement égal a V (20.3.8.8), ce qui prouve que 4’ et 4" coincident dans Uu'V.

La nécessité de la condition de ’énoncé étant évidente, prouvons qu’elle est suffi-
sante. En vertu de la correspondance biunivoque entre S-morphismes de X dans Y
et X-sections de X XgY (I, 3.3.15), on peut se borner au casolt S=X et ol 4 est donc
une U-section de Y; on notera qu’alors Y est localement noethérien, et on peut évidem-
ment (puisque X est localement intégre et localement noethérien) supposer X =S
irréductible. En outre, compte tenu de (20.3.7), on peut supposer que X =Spec(A),
ol A est un anneau local noethérien, intégre et intégralement clos.
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Notons que pour tout x'eU, £A(x') est une spécialisation de #,(x)=y. En effet,
il existe un spectre S; d’anneau de valuation discréte et un morphisme u:S;,—X tel
que u(a)=x, u(b)=x" (II, 7.1.9). Appliquant la condition de I’énoncé, on obtient
aussitot notre assertion, puisque A(x")=h,(b)="h{(b) et y=~hi(a). Si Y’ est un voisinage
ouvert affine de », on a donc £2(XnU)cY’; on peut par suite remplacer Y par Y’,
autrement dit supposer Y affine, donc séparé sur X. Soit & la X-section rationnelle de Y
alaquelle % appartient, de sorte que son graphe a ici pour ensemble sous-jacent ’adhérence
de 2(U) dans Y. Puisque Y est séparé sur X, on peut appliquer (20.4.4) a o : il suffira
de prouver que, si p: I',—X est la projection canonique, p~*(x) est réduit & un seul
point y et que £ (x)=y. En effet, par (20.4.4) & se prolongera en une section A’ au-dessus
d’un ouvert U’ contenant Uu{x}, telle que 4#'(x)=y, et comme alors il n’existe qu’un
seul X-morphisme Spec(k(x))—Y transformant x en y, cela prouvera I'identité de #,
et du composé de %’ et de Spec(k(x))—U".

Puisque pour x'eX nU, A(x') est une spécialisation de y, on a yep~!(x). Supposons
alors que z soit un point quelconque de p~*(x). Comme I', est Padhérence de A(U) et
que £(U) est formé de points adhérents a £(&), ou £ est le point générique de X, I, est
P’adhérence de %£(%) dans Y. On prend alors un spectre S; d’anneau de valuation discréte
et un morphisme v:S;—Y tels que v(a)==2z, v(6)=rh(E) (I, 7.1.9), et on pose u=pouv,
de sorte que u(a)=wx, u(b)=~&. Appliquant a « la condition de I’énoncé, on voit que
I'on obtient un morphisme Aj:S;—Y tel que X (a)=y et h(b)=~h(E); mais cela
entraine z=y en vertu de (I, 7.2.3), puisque Y est séparé sur X et que v et £; doivent
donc coincider, puisqu’ils sont égaux au point 4. G.Q.F.D.

Corollaire (20.4.7%7). — Les hypothéses sur S, X, Y, U et h étant celles de (20.4.6),
soit E une partie de X—U telle que X soit normal en tout point de E, et pour chaque x<E,
soit hy : Spec(k(x))—Y un S-morphisme, tel que la condition (P) de (20.4.6) soit vérifice.
On suppose en outre que la réunion ¥ des graphes des h, (identifiés & des parties de X XY)
pour xeE, soit contenue dans la réunion d’un nombre fini d’ouverts V; de X XY qui sont séparés
sur X (condition automatiquement vérifiée si Y est séparé sur S, ou si X est quasi-compact
et Y de type fini sur S). Alors il existe un S-morphisme k' : U'—Y, o U’ est un ouvert de X
contenant UUE, tel que, pour tout x€E, le composé

Spec(k(x)) - U’ 5> Y
soit égal a hi,.

Notons d’abord que, dans (20.4.6), si Y est supposé séparé, il y a un plus grand
ouvert U,dU, égal au domaine de la S-application rationnelle correspondant a #,
dans lequel % peut étre prolongé, et ce prolongement est unique (I, 7.2.2); d’oil la
conclusion dans ce cas, grace a (20.4.6). Dans le cas général, soit E; I’ensemble des xeE
tels que (x, £.(x))€V,. En vertu de (20.4.6), pour tout x€E, il y a un prolongement A®
de £ 2 UuW®, ot W® est un voisinage de x dans X tel que le graphe de A®| W@
soit contenu dans fous les V; tels que xeE;. Puisque V; est séparé sur X et X réduit,
pour deux points x', x’' de E;, A®) et A" coincident dans WA WED puisqu’ils
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coincident dans Pouvert partout dense UnW®E' A WE) de cet ensemble. Il y a donc
un morphisme /% : UuU;—Y qui prolonge 2 & un ouvert UuU,, contenant E;
en outre, pour tout couple d’indices z, j, les graphes des restrictions #]|(U;nU;) et
k| (U;nU;) sont contenus dans V;nV;; comme V;nV; est séparé sur X et que les
morphismes précédents coincident dans un ouvert partout dense UnU;nU; de U;n U,
ils sont égaux. Le morphisme 4’ égal a & dans U, a %; dans chacun des U,, répond a la
question.

Remarque (20.4.8). — Lorsque E=X-—U, il est clair que si, pour tout ouvert
affine T de X, il existe un S-morphisme #Ag:T—Y prolongeant £|(UnT) et tel

que le composé Spec(k(x)) >T Y soit égal a h, pour tout xe T—(UnT), alors les Ay
sont les restrictions d’un S-morphisme k' : X—Y (partout défini) en vertu de I’assertion
d’unicité dans (20.4.6). Pour prouver ’existence de %', on est donc ramené au cas ot X
est affine, et alors il suffit que ’ensemble F, réunion des graphes des 4, soit quasi-compact
dans X XgY pour que 'on puisse appliquer (20.4.7). Il en sera ainsi lorsque les 4,
sont de la forme Spec(k(x))—>Z il Y, ot Z est un sous-préschéma fermé de X ayant
X—U pour espace sous-jacent, et 4, un S-morphisme.

Corollaire (20.4.9). — Sotent S un préschéma localement noethérien, X un préschéma
localement noethérien, f:X—>S un morphisme plat, g:Y->S un morphisme localement de type
fini. Sotent U un ouvert dense dans S, h:f~'(U)—Y un S-morphisme, T=S—U, Z le sous-
préschéma fermé réduit de X ayant f~*(T) comme espace sous-jacent, hy:Z—>Y un S-morphisme.
Supposons X normal en tous les points de Z. Afin qu’il existe un S-morphisme (nécessairement
unique) h' : X—Y prolongeant h et hy, il faut et il suffit que la condition suivante soit
satisfaite :

Pour tout spectre S; d’un anneau de valuation discréte, de point fermé a et de point générique b,
et tout morphisme wu:S;—>S tel que u(a)eT et u(b)eU, il existe un Sy-morphisme
hy: Xigy— Y, qui prolonge hgy: fis)(b) =Yg, et est tel que le diagramme

Spec(k(z1)) —> Zg,
(ho)(sl)
ey~ Y

soit commutatif pour tout z,€Zyg,.

L’hypothése que f est plat entraine en effet que f~'(U) est dense dans X (2.3.10),
et il suffit alors d’appliquer (20.4.8).

Corollaire (20.4.10). — Sous les hypothéses de (20.4.6), supposons en outre Y séparé
et localement quasi-fini sur S. Sotent U un ouvert dense dans X, h:U—Y un S-morphisme,
o la S-application rationnelle correspondante, xeX—U un point normal de X. Afin que o
sott définie au point x, il faut et il suffit que la condition suivante soit vérifide : il existe un spectre Sy
d’un anneau de valuation discréte, de point fermé a et de point générique b, et un morphisme u : S;—~X
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tels que u(a)=x, u(b)eU et que la S-application rationnelle wou soit partout définie.

En effet, par hypothese toutes les fibres du morphisme projection X xXgY—-X sont
formées de points isolés, et pour appliquer (20.4.4) il suffit de savoir que la fibre p~(x)
est non vide dans I' . Or si £, est 'unique morphisme de la classe wou, I'unique point
de X XxgY au-dessus de x et de #,(a) appartient a I',, d’out la conclusion.

Proposition (20.4.11). — Soient X un préschéma localement noethérien, Y un S-préschéma
affine sur S, U un ouvert de X, Z=X—U. Supposons que I'on ait prof;(Ox)>2 (5.10.1);
alors tout S-morphisme f:U—Y se prolonge de fagon unique en un S-morphisme de X
dans Y.

On peut se borner au cas ot S et X sont affines et (en vertu de (I, 3.3.14)) au cas
ot S=X; on a donc X ==Spec(A), Y==Spec(B), B étant une A-algébre de type fini.
Comme B est quotient d’une algebre de polynémes A[(T,)],c1, Y est un sous-préschéma
fermé de Y'=X[(T,)],er- D’autre part, ’hypothése sur Z entraine que U est schéma-
tiquement dense dans X en vertu de (20.2.13, (iv)) et (5.10.2). Si on prouve que tout
X-morphisme #: U—Y se prolonge de facon unique en un X-morphisme 2" : X—>Y’,
il en résultera que 2’ se factorisera en X 5Y > Y’ :en effet, le sous-préschéma o' ~*(Y)
est fermé et majore U (I, 4.4.1), donc est identique & X (20.3.8.8). Dans ces conditions,
v sera 'unique S-morphisme de X dans Y prolongeant 4. On peut donc se borner au cas
od Y=Y'. Mais alors il y a correspondance biunivoque entre les X-morphismes d’un
ouvert UcX dans Y’ et les familles (s,),¢y, de sections de Ox au-dessus de U (II, 1.7.9);
la conclusion résulte donc de (5.10.5).

Corollaire (20.4.32). — Soient X un S-préschéma localement noethérien réduit et vérifiant
la condition (S,) (5.7.2) (par exemple un S-préschéma localement noethérien et normal
(5.8.6)), Y un S-préschéma affine sur S, f une S-application rationnelle de X dans Y ; alors toute
composante irréductible de X —dom(f) est de codimension 1 dans X.

Il revient au méme de dire que si Z® est 'ensemble des xeX tels que dim(Ox ,)> 2,
alors, pour toute partie fermée ZcZ® de X, tout S-morphisme de X—Z dans Y
se prolonge en un S-morphisme de X dans Y; or, cela résulte de I’hypothése sur X (5.7.2)
et de (20.4.11).

20.5. Pseudo-morphismes relatifs.

(20.5.1) Soient X, Y deux S-préschémas. Il résulte des définitions (11.10.8)
que Pintersection de deux ouverts U, U’ de X, universellement schématiquement denses par
rapport a S, posséde encore cette propriété. On définit donc une relation d’équivalence
entre S-morphismes # : U—Y en remplagant dans (20.2.1) « schématiquement dense »
par « universellement schématiquement dense par rapport a S ». Une classe d’équivalence
suivant cette relation s’appelle un pseudo-morphisme de X dans Y relativement & S, et ’ensemble
de ces classes se note Ps.homyjg(X, Y).

(20.5.2) Comme tout ouvert de X universellement schématiquement dense par
rapport 4 S est en particulier schématiquement dense, les éléments d’un pseudo-morphisme
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de X dans Y relativement a S sont équivalents au sens de (20.2.1), d’oli une application
canonique

(20.5.2.1) Ps.homy4(X, Y) - Ps.homy(X, Y).

Proposition (20.5.3). — Supposons Y séparé sur S. Alors :

(i) Lapplication (20.5.2.1) est injective et identifie Ps.homys(X, Y), au sous-ensemble
de Ps.homgy(X,Y) formé des pseudo-S-morphismes < tels que domg(w) soit universellement
schématiquement dense relativement a S.

(ii) Le préfaisceau U-~>Ps.homyg(U, Y) sur X est un faisceau.

L’assertion (i) est immédiate, car dire que deux S-morphismes « : U—-Y, ' : U'»Y
sont équivalents au sens de (20.2.1) signifie alors que ce sont les restrictions d’un méme
morphisme domg(w)—Y (20.2.4), et si U et U’ sont universellement schématiquement
denses par rapport a S, il en est de méme a fortiori de domg(ew). Pour prouver (ii), notons
que U~>Ps.homg(U, Y) est alors un faisceau (20.2.6); d’autre part, étant donné un
recouvrement ouvert (U,) de U, et un pseudo-S-morphisme o de U dans Y, pour que
domg(w) soit universellement schématiquement dense dans U relativement a S, il résulte
aussitot des définitions (cf. (20.2.1)) qu’il faut et il suffit que chacun des ensembles
domg(w) N U,=domg(w|U,) soit universellement schématiquement dense dans U,
relativement a4 S; d’ou (ii). o

Lorsque Y est séparé, on notera Zs.homy(X,Y) le sous-faisceau

U~>Ps.homyg(U, Y)
de Ps.homg(X,Y).

Lorsque X est plat et localement de présentation finie sur S et Y séparé sur S, les pseudo-
morphismes de X dans Y relativement 4 S s’identifient encore aux pseudo-S-morphismes «
tels que, pour toute fibre X, du morphisme X-—S, domg(w)nX, soit schématiquement
dense dans X, (11.10.10).

(20.5.4) Un cas particulierement important ot Y est séparé sur S est le
cas ot Y=S[T]=S®,Spec(Z[T]) (T indéterminée). Il y a alors correspondance
biunivoque entre les pseudo-S-morphismes de X dans Y et les pseudo-fonctions sur X
(20.2.8) en vertu de la définition d’un produit de Z-préschémas. Les pseudo-
morphismes de X dans Y relativement & S s’identifient alors, en vertu de (20.5.3),
aux pseudo-fonctions ¢ sur X telles que dom(e) soit universellement schématiquement dense
relativement @ S. Le faisceau Ps.homxy(X,Y) est un sous-faisceau d’anneaux de My, que
’on note Myg.

On pose alors Ps.homygg(X, Y)=M'(X/S) et on dit que ses éléments sont les
pseudo-fonctions sur X relatives a S.

(20.5.5) Soient X, Y, Z trois S-préschémas, f:Y—>Z un S-morphisme. On
peut, dans le raisonnement de (20.3.1), remplacer partout « schématiquement dense »
par « universellement schématiquement dense relativement & S »; pour tout pseudo-
morphisme ©ePs.homy;g(X, Y), les morphismes fou, ol u parcourt e, appartiennent
donc a une méme classe d’équivalence (pour la relation définie dans (20.5.1)), que 'on
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appelle le pseudo-morphisme de X dans Z, relativement a S, composé de f et de w et que
I'on note fow. Si g:Z—T est un morphisme, il est immédiat que go(fow)=(gof)owm.

(20.5.6) Supposons Y séparé sur S, et soit @ un pseudo-morphisme de X
dans Y relativement & S. Si f:X'—>X est un S-morphisme tel que f~!(domg(w))
soit universellement schématiquement dense dans X' relativement & S, il résulte de (20.3.2)
que le pseudo-S-morphisme wof a un domaine universellement schématiquement dense
relativement a S, donc (20.5.3) peut étre considéré comme un pseudo-morphisme
relativement & S. Lorsque X' est plat et localement de présentation finie sur S, la condition
que f ~!(domg(w)) soit universellement schématiquement dense relativement a4 S équivaut
encore 2 dire que pour tout s€S, (f~!(domg(w))), (notation de (11.10.10)) est schéma-
tiquement dense dans X, ou encore, en notant f,: X;—X_ le morphisme déduit de f
par changement de base, que 'image réciproque par f, de (domg(w)), soit schématique-
ment dense dans X;. Cette derni¢re condition sera en particulier remplie si, pour tout
seS, X,, X} et f, vérifient 'une des trois conditions (i), (ii), (iii) de (20.3.5).

(20.5.7) Supposons maintenant que X et X’ soient tous deux des S-préschémas
plats et localement de présentation finie sur S, et que f:X’'—>X soit un S-morphisme plat
(ou, ce qui revient au méme (11.3.10), que pour tout se€S, f,:X;—>X, soit un
morphisme plat). Alors, pour tout ouvert U de X et tout ouvert VCU universellement
schématiquement dense dans U relativement & S, il résulte de (11.10.5) et (11.10.9)
que f~}(V) est universellement schématiquement dense dans f~*(U) relativement a S.
Pour tout pseudo-morphisme o de X dans Y relativement & S, il résulte de (20.3.4)
que le pseudo-S-morphisme wof est défini et est un pseudo-morphisme de X’ dans Y
relativement & S, méme lorsqu’on ne suppose pas Y séparé sur S. On en déduit que dans ce cas,
pour tout S-morphisme g:Y—Z, (gow)of est encore défini et égal & go(wof) (avec
les définitions de (20.5.1)), et est donc un pseudo-mofphisme relativement a S.

(20.5.8) Soient X un S-préschéma, S’—S un morphisme quelconque, X' =Xy,
g : X’—->X la projection canonique. Alors, pour tout ouvert U de X et tout ouvert VcU
universellement schématiquement dense dans U relativement 4 S, V'=g~'(V) est univer-
sellement schématiquement dense dans U’=g"}(U) relativement & S’ par définition
(11.10.8). Soit alors v un pseudo-morphisme de X dans un S-préschéma Y relativement
a S; si u;, u, sont des S-morphismes de la classe o, définis respectivement dans des
ouverts U,, U, de X, universellement schématiquement denses dans X relativement a S,
il résulte de ce qui précede que les morphismes u; =u;0(g|g™"(Uy)) et uy=u,0(g|g™(U,))
coincident dans un ouvert Uj; universellement schématiquement dense relativement & S’.
Or,si Y=Y, etsi h:Y =Y estla projection canonique, u; et u, se factorisent
canoniquement en #;=hov,, uy="hov,, et v; et v, sont deux S’-morphismes dans Y’ qui
coincident dans U;. On voit donc que lorsque #, parcourt la classe o, les S’-morphismes 2,
correspondants appartiennent 2 un méme pseudo-morphisme relativement a S, dit image
réciproque de o par le morphisme changement de base S'->S et noté wg,. Il est clair
que si §”—8’ est un second morphisme, on a (wg))gy=g, (pour le morphisme
changement de base composé S’’—S’—S).
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20.6. Fonctions méromorphes relatives.

(20.6.x) Soient S un préschéma, X un S-préschéma qui est plat et localement de
présentation finie sur S; pour tout s€S, nous noterons X, la fibre au point s du morphisme
structural X —S. En général, si ¢ est une fonction méromorphe sur X, il n’est pas possible
de lui associer de fagon « naturelle », pour chaque seS, une fonction méromorphe
« induite » sur X, (20.1.11). Pour tout ouvert U de X, notons Txg(U) I'ensemble des
sections teI'(U, O) telles que, pour tout seS, l'image ¢, de ¢ par ’homomorphisme
canonique I'(U, Ox)>T(UnX,, O ) soit une section réguliére; cela implique d’ailleurs,
par I’équivalence de a) et b) dans (11.3.7), que ¢ est elle-méme une section réguliére.
Il est clair que Uw>Txg(U) est un sous-faisceau du faisceau d’ensemble &'=F(0x)
(notation de (20.1.3)), que 'on note Jy,; on pose

(20.6.3.1) jx/s=@x['7_}z}s1]

(notation de (20.1.1)) et on dit que ce faisceau d’anneaux est le faisceau des germes de
Sonctions méromorphes sur X relatives & S; ses sections au-dessus de X sont appelées les fonc-
tions méromorphes sur X relatives a S et leur ensemble est noté M(X/S). 11 est clair que Ay
est un sous-faisceau de Myx=0x[F~']; pour toute fonction méromorphe ¢eM(X/S)
et tout se€S, l'image réciproque de ¢ par le morphisme injection canonique j,: X,—>X
est alors définie (20.1.11), et notée g,.

(20.6.2) Soit maintenant & un Ogx-Module quasi-cohérent; on pose

(20.6.2.1) M (F)=F[Tzil=F O Mxs;

\

les sections de A#x5(F) sont dites sections méromorphes de F au-dessus de X, relatives @ S
et leur ensemble est noté M(X/S, F). L’homomorphisme canonique % —.Mxs(F)
n’est pas nécessairement injectif; lorsqu’il Lest, on dit que & est sans torsion relativement
a S : cela signifie que pour tout ouvert U de X et toute section teTy,(U), ¢ est
(F | U)-réguliére; cette condition est remplie a fortiori lorsque & est strictement sans torsion
(20.1.5). Dans ce dernier cas, il résulte aussitot des définitions (20.1.2) que ’homo-
morphisme canonique de Ox-Modules

(z0.6.2.2) My (F) My (F)

est injectif, de sorte que les sections méromorphes de F relatives a S sont des sections méro-
morphes de & au sens de (20.1.3).

Proposition (20.6.3). — L’image par I’homomorphisme injectif (20.2.10.1) du sous-
Saisceau My g de Mx est le sous-faisceau My g des pseudo-fonctions sur X relatives @ S (i.e. des
pseudo-fonctions dont le domaine de définition est universellement schématiquement dense relativement
a S (20.5.4)).

On peut évidemment se borner a prouver que I'image de M(X/S) par ’homo-
morphisme canonique M(X)—>M’'(X) est égale a M'(X/S); la proposition est alors
conséquence de la proposition plus générale suivante :
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Proposition (20.6.4). — Soit F un Ox-Module quasi-cohérent de présentation finie et
strictement sans torsion. Alors, pour qu'une section méromorphe ¢ de F au-dessus de X soit une
section méromorphe relative & S, il faut et il suffit que dom(¢) sott universellement schématiquement
dense relativement & S.

La nécessité de la condition résulte de (20.2.15) appliqué a chaque injection
canonique X,—X (s€S), compte tenu de (11.10.9). Pour voir que la condition est
suffisante, il faut prouver que pour tout x€X, il existe un voisinage ouvert U de x dans X
et une section de #x(F) au-dessus de U dont la restriction 2 Undom(gp) coincide
avec ¢ dans un ouvert schématiquement dense de Undom(¢). Considérons I’'Idéal
des dénominateurs # de ¢ (20.2.14), qui est quasi-cohérent, et qui définit un sous-
préschéma fermé de X dont I’espace sous-jacent est X-—dom(¢). Par hypothese, si s
est 'image de x dans S, dom(p)nX, est schématiquement dense dans le préschéma
localement noethérien X, donc (20.2.13, (iv)) contient Ass(0x,); cela implique donc
que l'idéal ¢, de Ox ,a une image dans Ox ,= @XJ@%,:"(S) qui n’est contenue dans
aucun des idéaux premiers p;eAss(0x ) (en nombre fini); donc (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. I, § 1, n° 1, prop. 2) il existe un élément fe ¢, dont 'image dans 0k, n’appar-
tient & aucun des p;, et est par suite réguliére dans cet anneau noethérien. Soit ¢ une section
de # au-dessus d’un voisinage ouvert affine U de x, dont ¢, soit le germe au point x;
puisque X est plat et localement de présentation finie sur S, on peut supposer (11.3.8)
que ¢ est une section réguliére de Oy au-dessus de U et que, pour tout s’eS, I'image de ¢
dans I'UnX,, O,) soit aussi réguliére; autrement dit, on a teTx5(U). Mais alors,
par définition de _#, puisque & est strictement sans torsion, #(¢|(Undom(e))) est
une section # de & au-dessus de Undom(g); d’autre part, Undom(ep) contient
I’ensemble ouvert U, des points x'e U ot #{x')=% 0, et ce dernier contient x et est schéma-
tiquement dense dans U (20.2.9). On voit donc que dans U,, ¢ coincide avec la restric-
tion a U, de la section u/t de Mx5(F) au-dessus de U. C.Q.F.D.

Remarques (20.6.5). — (i) Soit ¢ une fonction méromorphe sur X relative a S,
de sorte que pour tout s€S, ¢, est une fonction méromorphe sur X, (20.6.1); en vertu
de (20.1.11.1), on a

(20.6.5.1) dom(¢) n X, cdom(gp,).

Mais il convient de noter que méme lorsque S est le spectre d’un anneau de valuation
discrete A et X =S[T] (T indéterminée), les deux membres de (20.6.5.1) ne sont pas
nécessairement égaux : par exemple, si © est une uniformisante de A, il est immédiat
que ¢=m=/T est une fonction méromorphe sur S relative & S, car si a et b sont le point
fermé et le point générique de S, T est régulier dans I'(X,, Oy )=£k[T] et dans
I'(X,, 0x,)=KI[T], k et K étant le corps résiduel et le corps des fractions de A. On a
dom(p)=D(T) dans X, mais dom(g,)=2X, puisque ¢,=o0.

(ii) Pour qu’une fonction méromorphe ¢ relative & S soit inversible dans I’anneau
M(X/S), il faut et il suffit que pour tout se€S, ¢, soit inversible dans M(X,) (autrement
dit, que ¢, soit une fonction méromorphe réguli¢re sur X, (20.1.8)). La condition est

253




254 A. GROTHENDIECK Chap. IV

en effet trivialement nécessaire. Inversement, si elle est vérifiée, et si x est un point quel-
conque de X, s son image dans S, il existe par hypothése un voisinage ouvert U de x
dans X et deux sections #, ¢ de Oy au-dessus de U telles que te€Tyx(U) et o|U=u/t;
I'hypothése entraine que si u, est 'image de uz dans TI'(UnX,, 0), u, est réguliere
au point x. En restreignant U, on peut donc supposer, en vertu de (11.3.8), que
ueTxx(U), d’ou la conclusion.

Lorsque ¢ est inversible dans M(X/S), on dit encore que ¢ est une fonction méro-
morphe réguliére relative @ S. On notera que ¢eM(X/S) peut étre inversible dans M(X)
(autrement dit, étre réguliére au sens de (20.1.8)) sans P'étre dans M(X/S), comme le
montre aussitét ’exemple de (i).

(iii) Soit & un Ox-Module inversible, et soit ¢ une section méromorphe réguliére
de Z au-dessus de X (20.1.8); on dit que ¢ est régulicre relativement a S si, pour tout
ouvert U de X tel que Z|U soit isomorphe & @y, ¢|U correspond a un élément de
I'(U, #x) qui est réguliére relative & S; en vertu de (ii), il est immédiat qu’il faut et il suffit
pour cela que, pour tout s€S, ¢, soit une section méromorphe réguliére (20.1.8) du
Ox-Module inversible Z,=Z®, k(s). Si ¢’ est I'inverse de ¢ dans &L=t (20.1.10),
o' est alors aussi réguliére relative a S. Si &Z; est un second Ox-Module inversible, ¢, une
section méromorphe de #; au-dessus de X, réguliére relativement a S, alors ¢®q,
est une section méromorphe de F®.%; au-dessus de X, régulie¢re relativement a S.

Proposition (20.6.6). — Sotent X un S-préschéma plat et localement de présentation finie
sur S, F un Ox-Module localement libre de type fini ; pour tout s€S, on note X, la fibre au point-s
du morphisme structural f: X—S. Soit @ une section méromorphe de F au-dessus de X, relativement
a S, et supposons que @ soit définie en tous les points x€X tels que prof(Ox f(x)s-")= 1. Alors ¢
est partout défine.

Par hypothése, dom(¢)nX, est schématiquement dense dans X, pour tout seS,
donc contient les points x de X, tels que prof(0x, ,)=o0 (5.10.2); ’hypothése signifie
donc que si 'on pose Z=X—dom(g), on a prof(¢
11 suffit donc d’appliquer (19.9.8). »

(20.6.7) Soient X, X’ deux S-préschémas plats et localement de présentation
finie sur S, f=(¢, 6) : X’—-X un S-morphisme. Pour tout ouvert U de X, notons T;(U)
Pensemble des sections feTx(U) dont I'image dans I'(f~'(U), Ox) appartienne
a Txs(f~1(U)); il est immédiat que U~>T;(U) est un sous-faisceau du faisceau
d’ensembles Iy 5, que L'on note ;. On pose Mys ;= 0x[T']; c’est un sous-faisceau
d’anneaux de g, et on déduit canoniquement de 6%:{¢*(0) >0y un homomor-

Xf(x)"’)>2 en tous les points de Z.

phisme de faisceaux d’anneaux 6% : ’(Myyg ) — My, prolongeant 6%. Si une fonction
méromorphe ¢ sur X, relative & S, est une section de Mxg,, I'(6'%)(p) est une fonction
méromorphe sur X', dite image réciproque de ¢ par f, et notée @of si cela n’entraine pas
confusion. On étend aussitét de méme les définitions de (20.1.11) relatives aux
Ox-Modules.

Proposition (20.6.8). — Avec les notations de (20.6.7), si le S-morphisme f: X'—X
est plat, on a My =My, €t Uhomomorphisme ¢~>q@of est défini dans M(X/S) fout entuer.
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En effet, ’hypothése entraine, en vertu de (11.3.10), que pour tout seS,
Js : X=X, est plat; donc, pour toute section f{€Tyg(U), si ¢ est son image réciproque
dans I'(f~X(U), Ox), t,, qui est Pimage réciproque de £,, est une section régulitre de Oy,
au-dessus de f~H(U)nX), en vertu de (20.1.12); on en conclut que par définition
' €Txs(f~(U)), d’ou la proposition.

On déduit de 13, comme dans (20.1.12), un homomorphisme canonique de
Ox.-Algebres

(20.6.8.1) S (Mys) > Mypse

(20.6.9) Considérons enfin un morphisme gquelconque S'—S, et posons
X'=XxXgS, qui est plat et localement de présentation finie sur S’; soit p:X'—>X
la projection canonique. Soient U un ouvert de X, # une section appartenant Tx(U),
' son image dans I'(p~(U), Ox.); pour tout s'€S’, si seS est 'image de s, on a
Xy =X, ®yk(s"), donc le morphisme XX, est plat, et par suite (20.1.12)
Iimage réciproque ¢, de ¢, dans I'(p~"(U)nX, Ox;,) est réguliére; ceci prouve que
Iona #eTyg(p~'(U)). Ceci permet de définir canoniquement, comme dans (20.6.8),
un homomorphisme canonique de @-Algebres '

(20.6.9.1) p*("ﬂX/s) —>'/¢X'/S"

Moyennant I’identification permise par (20.6.3), cette notion de changement de
base pour les fonctions méromorphes relatives est un cas particulier de la notion analogue
pour les pseudo-morphismes relatifs (20.5.8).

§ 21. DIVISEURS

Sur le contenu du présent paragraphe, voir les commentaires de I’introduction
du § 20. Pour les propriétés globales des diviseurs, le lecteur se reportera au paragraphe
qui leur est consacré au chap. V.

21.1, Diviseurs sur un espace annelé,.

(2x.x1.1) Soient (X, Oy) un espace annelé, Ay le faisceau des germes de fonc-
tions méromorphes sur X (20.1.3), #x le faisceau (de groupes multiplicatifs) des germes
de fonctions méromorphes régulieéres sur X (20.1.8). Il est clair que le faisceau (de
groupes multiplicatifs) 0% des germes de sections inversibles de Oy s’identifie canonique-
ment 3 un sous-faisceau (de groupes multiplicatifs) de #x.

Définition (21.1.2) — On appelle faisceau des diviseurs sur X et on note Divy le faisceau
quotient (de groupes commutatifs) Mx|O%; les sections de ce faisceau au-dessus de X se nomment
les diviseurs sur X; ils forment un groupe commutatif noté Div(X). Pour toute section f de My
au-dessus de X (autrement dit, toute fonction méromorphe réguliére sur X (20.1.8)) on appelle
diviseur de f et on note div(f) (ou divx(f)) le diviseur sur X image de f par I’ homomorphisme
canonique T'(X, My) — ['(X, Divg).
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Le support d’un diviseur D est ’ensemble fermé des xeX tels que D_40. On le
note Supp(D).

Pour tout ouvert U de X, on a évidemment #x| U=y, 03|U=0; donc
Divg| U = Divy, et par suite le faisceau Divy est égal au préfaisceau U-~»Div(U).

Lorsque X =Spec(A) est affine, on écrit Div(A) au lieu de Div(Spec(A)).

(2x.1.3) Nous noterons toujours additivement le groupe Div(X) des diviseurs sur X.
Pour deux fonctions méromorphes réguliéres f, g sur X, on a donc

(2x.1.3.1) div(fg) =div(f)+div(g),
(21.1.3.2) div(f~) = —div(f).
Par définition, pour toute fonction méromorphe réguliére f sur X, on a 1’équi-
valence
(21.1.3.3) div(f)=o0 <« fel'(X, 0%),
d’ou, pour deux fonctions méromorphes régulieéres f, g sur X
(21.1.3.4) div(f)=div(g) < fetel'(X, 0%).

(2x.1.4) Soit maintenant £ un Ox-Module inversible, et soit s une section méro-
morphe réguliére (20.1.8) de £ au-dessus de X. Tout xeX posséde un voisinage ouvert U
tel que Z|U soit isomorphe a Oy, donc A (Z)|U isomorphe & #5x|U; par un de
ces isomorphismes, s| U correspond 2 une section feI'(U, #%), et puisque deux isomor-
phismes de Z|U sur Oy ne different que par la multiplication par un élément de
(U, 0%) (0;, 5.4.3), Pélément divy(f) de T'(U, Divg) est indépendant de Pisomorphisme
choisi; il est clair que ces éléments (pour U variable) sont les restrictions d’une section
de Zivy au-dessus de X, que I'on appelle le diviseur de s et que I’'on note div(s) (un tel
diviseur n’est pas nécessairement de la forme div(g) pour une fonction méromorphe
réguliére g sur X; voir (21.2.9)). Pour ¥ =0y, la définition de div(s) coincide avec
celle de (21.1.2). Si &, ¥’ sont deux Ox-Modules inversibles, s (resp. s’) une section
méromorphe réguliére de £ (resp. £’) au-dessus de X, il est immédiat que l'on a

(2r.1.4.1) div(s®s)=div(s) + div(s")

(21.1.4.2) div(s®") =n.div(s) pour tout neZ

(s~! étant la section méromorphe réguliére de & ~' au-dessus de X définie dans (20.1.10))
et, pour deux sections méromorphes réguliéres s, s" de £ au-dessus de X, on a la relation
(2r.1.4.3) div(s) =div(s') = s'=ts avec tel'(X, 0%).

(21.1.5) Le faisceau % (0x) (20.1.3) dont les sections au-dessus d’un ouvert U
de X sont les éléments réguliers de I'(U, Ox) est un sous-faisceau de monoides de My ; on peut
écrire
(21.1.5.1) F(Ox) = Og 0 M.
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Si on note &(0x)~' le faisceau dont les sections au-dessus de U sont les
inverses dans D(U, #y) des éléments de T'(U, #(0)), il est clair que l'on a
(U, #(0x)) n (U, £(0x)~")=T(U, 0%), donc

(21.1.5.2) &F(0x) n F(0x) 1= 0%.
Définition (21.1.6). — Le sous-faisceau d’ensembles de Divy, image canonique du sous-

Jaisceau F(Ox) de My, est noté Divy; ses sections au-dessus de X sont appelées diviseurs positifs
sur X, et leur ensemble est noté Div*(X).
Puisque % (0x) est un faisceau de monoides (multiplicatifs), on a

(2r.1.6.1) Divt(X)+ Div*(X) cDiv*(X)
et d’autre part, en vertu de (21.1.5.2) et (21.1.3.3)

(21.1.6.2) Div*(X) n (—Divt(X))={o}.

Ces deux relations montrent que Divt(X) est Pensemble des éléments positifs
pour une structure d’ordre sur le groupe Div(X), compatible avec cette structure de
groupe; on note cette relation d’ordre D<D’, autrement dit, on a

(2x.1.6.3) Dzo < DeDivh(X).

Nous supposerons toujours dans ce qui suit que Div(X) est muni de cette structure
d’ordre; il est clair que Zwt|U=%wg, donc I'(U, Ziwt)=Divt(U), et on peut
donc dire que Py définit sur Pivy une structure de faisceau de groupes ordonnés. La fibre
(2iv%), en un point x du faisceau Py est un sous-monoide du groupe (Zivy),, ensemble
des éléments >0 pour une structure d’ordre compatible avec la structure de groupe;
pour un diviseur D sur X, il revient au méme de dire que D>o0 ou que D,>0 pour
tout xeX.

Par définition, pour toute fonction méromorphe réguliére f sur X, on a la relation

(21.1.6.4) - div(f)zo = fel'(X, #(0x)

autrement dit, div(f)>o signifie que f est une section réguliére de Oy, ou encore une
section de Oy inversible dans M(X).

Plus généralement, étant donné un diviseur D sur X, la relation div(f)>D
est équivalente 2 la suivante : pour tout ouvert U de X tel que D|U=div(g), ou
gel (U, A5), il existe un élément régulier t de T'(U, Ox) tel que f|U=tg.

(2x.1.7) Soient £ un Oyx-Module inversible, s une section méromorphe réguliére
de % au-dessus de X; on a la relation

(21.1.7.1) div(s)zo < seT'(X, Z)nT(X, (Ax(£))"

comme il résulte aussitét des définitions (21.1.4) et (21.1.6).

Proposition (21.x.8). — Soient X un préschéma localement noethérien, D un diviseur sur X.
Supposons que pour tout x€X tel que prof(Ux ,)=1 on ait D20 (resp. D,=o0). Alors
ona Dzo (resp. D=0o).

La question étant locale sur X, on peut supposer que D =div(f), f étant une
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fonction méromorphe réguliére sur X; la relation D,>0 équivaut & xedom(f) donc
Phypothése signifie que si T=X-—dom(f), on a prof(0x ,)>2 pour tout x€T (car
dom(f) contient les points maximaux de X). Par suite (5.10.5) ’homomorphisme de
restriction I'(X, Og) — I'(X—T, Ox) est bijectif, ce qui montre qu’il existe une section s
de Oy au-dessus de X telle que f=s|(X—T). Mais par définition de T, cela entraine
T =0, donc f=s et D>o. L’assertion relative a la relation D,=o0 s’en déduit aussitot
en appliquant ce qui précede & —D, en vertu de (21.1.6.2).

Corollaire (2x.x.9). — Soient X un préschéma localement noethérien, D un diviseur sur X.
Soit S le support de D. Alors, pour tout point maximal x de S, on a prof(0Ox ,)=1.

Posons en effet X, ==Spec(0x ,); compte tenu de (20.2.11) et (20.3.6), le fais-
ceau Ay est induit sur X, par #y, donc on peut se borner au cas ot X=X, auquel
cas, comme x€S et que x est point maximal de S, on a nécessairement S={x}. Sil’on
avait alors prof(0y ,)# 1, on en conclurait, en vertu de (21.1.8), que D=0, ce qui
contredit la définition de S. *

Proposition (2x.31.10). — Soit A un anneau local noethérien; pour que Div(A)=o,
il faut et il suffit que prof(A)=o (autrement dit, que Uidéal maximal m de A soit associé @ A
(0, 16.4.6)).

En effet, dire que Div(A)=o0 signifie que dans A tout élément régulier est inver-
sible, ou encore que tous les éléments de m sont diviseurs de zéro, ce qui signifie que
meAss(A) (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 1, n°® 1, cor. 3 de la prop. 2).

21.2, Diviseurs et Idéaux fractionnaires inversibles.

(21.2.1) Soit (X, Ox) un espace annelé. On appelle Idéal fractionnaire sur X un
sous-Ox-Module du Ox-Module #y des germes de fonctions méromorphes sur X. Un
Idéal fractionnaire _# sur X qui est un Ox-Module inversible est appelé Idéal fractionnaire
tnversible.

Proposition (2x.2.2). — Pour qu’un Idéal fractionnaire ¢ sur X soit inversible, il faut
et il suffit que pour tout xeX, il existe un voisinage ouvert U de x et une section feI'(U, M)
tels que F|U=0y.f.

La condition est évidemment suffisante, I’application s->s(f|V) de I'(V, 0)
dans I'(V, #) étant évidemment bijective pour tout ouvert VcU. Pour voir qu’elle
est nécessaire, notons qu’il existe par hypothése un voisinage ouvert U de x et un isomor-
phisme de Ogx-Modules 0y #|U. Si f est Pimage de la section 1€T'(U, Og) par cet
isomorphisme, on peut supposer, en restreignant U, que 'on a f=u/s, ot ueI'(U, Oy)
et seI'(U, £ (0)), et lisomorphisme considéré fait alors correspondre, a toute section
ve(V, Ox) (o V est un ouvert contenu dans U) la section 2(u|V)/(s|V); dire que
Papplication ainsi définie est bijective signifie que |V est un élément régulier de I'(V, 0),
donc feT'(U, #). -

On notera que pour tout ouvert U de X tel que #|U=0y.f avec fel'(U, .#%),
la section f est déterminée & la multiplication prés par un élément de T'(U, 0%), puisque la
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multiplication par ces éléments fournit tous les automorphismes du COy-Module @
(01, 5-4.3).

Corollaire (21.2.3). — (i) Soit # un Idéal fractionnaire inversible ; alors le Oy-Module
inversible F—1 s’identifie canoniquement & I'Idéal fractionnaire ' (transporteur de ¢ dans Ox)
défini de la fagon suivante : pour tout ouvert U de X tel que F|U=0y.f, o feI'(U,.#y),
ona J|U=0fL

(i) 87 #F, et Fo sont deux Idéaux fractionnaires inversibles, I application canonique
F1® Fo— F. 7 est un isomorphisme de Ox-Modules.

L’assertion (ii) résulte aussitét de (21.2.2). D’autre part, la remarque faite a la
fin de (21.2.2) prouve qu’il existe bien un Idéal fractionnaire _#’ et un seul défini par
la condition de Pénoncé; I'isomorphisme canonique de ¢’ sur _# ‘1———.9%m@x( F, Ox)
s'obtient en faisant correspondre & toute section s(f~V) de I'(V, ') (o0 V est un
ouvert contenu dans U et seI'(V, Ox)) I’homomorphisme ¢(f|V)~st de I'(V, #)
dans T'(V, 0x).

En vertu de (21.2.3, (1)), on identifiera généralement les Ox-Modules inversibles ¢’
et # %, considérant donc £ ! comme un sous-Ox-Module de Mx.

(2x.2.4) Il résulte de (21.2.3) que Pensemble Id.inv(X) des Idéaux fraction-
naires inversibles sur X est muni d’une structure de groupe commutatif pour la loi de compo-
sition (#4, #a)~> #1.7,, l'élément neutre de ce groupe étant Ox. Il est clair que pour
tout ouvert U de X, on a (7, #,)|U=(#,|U)(#,|U), donc I'application de restric-
tion Z~ _Z|U est un homomorphisme de groupes Id.inv(X) — Id.inv(U); on définit
donc ainsi un préfaisceau de groupes commutatifs U->Id.inv(U); il est immédiat qu’en fait
ce préfaisceau est un faisceau de groupes commutatifs, que I'on note Jd.invg.

(21.2.5) Pour toute fonction méromorphe réguliere fel'(X, #%), il résulte
de (21.2.2) que £(f)=0x.f est un Idéal fractionnaire inversible, et on a évidemment
F(fif)=F2(f)F(fs), autrement dit Papplication f~ _#(f) est un homomorphisme
du groupe commutatif I'(X, .#%) dans le groupe commutatif Id.inv(X). Remplagant X
par un ouvert quelconque U de X et notant que les homomorphismes obtenus sont
compatibles avec les opérations de restriction, on obtient un homomorphisme canonique
de faisceaux de groupes commutatifs :

(2x.2.5.1) , 1y My > Fding.

Notons que si feI'(X, 0%), on a #(f)=0x; on en déduit aussitét que I’homo-
morphisme I, se factorise en
(21.2.5.2) My > M| O = Divg — Id. invg
od I est un homomorphisme du faisceau de groupes additifs Divy dans le faisceau de
groupes multiplicatifs #d.invy; on a donc pour tout ouvert U de X un homomorphisme
Sy Div(U) - Id.inv(U) de groupes commutatifs, tel que, pour toute section
fel(U, #%), on ait , «
(21.2.5.3) Sy(divg(f)) = Oy.f-

259



260 A. GROTHENDIECK Chap. IV

On en conclut que #4(D), pour tout diviseur DeDiv(X), est I'idéal fractionnaire
inversible défini de la fagon suivante : pour tout ouvert U de X tel que D|U =divyz(f),
ou fel(U, #%), #%(D)|U est 'Idéal fractionnaire inversible @y.f. On a donc,
en vertu de (21.1.6), pour toute fonction méromorphe réguliere fel'(X, .#%), la
relation

(21.2.5.4) feT(X, £ (D)) = div(f)>D.

Proposition (21.2.6). — L homomorphisme 1 : Divgy — Fd.invg est bijectif.

On définit en effet un homomorphisme I§ de Id.inv(X) dans Div(X) en faisant
correspondre a tout Idéal fractionnaire inversible ¢ sur X le diviseur Iy(_¢) défini
de la fagon suivante : pour tout ouvert U de X tel que #|U=0y.f, ou fel'(U, #y)
(21.2.2), on prend Ig(#)|U=divy(f); en vertu de la remarque suivant (21.2.2),
cette définition est indépendante du générateur f choisi dans #|U, et détermine bien
un diviseur sur X. En outre, cette définition montre aussitét que les homomorphismes
et I% sont réciproques 'un de l'autre. Remplagant X par un ouvert quelconque U, on
en déduit la définition de 'isomorphisme I’ : Ad.invy — Pivg, réciproque de I, d’ou la
proposition. On posera I¢( #)=div(#), de sorte que I’on a, pour toute fonction méro-
morphe réguliere f sur X

(21.2.6.1) div(Ox.f) =div(f).

(2x.2.7) On identifiera souvent les faisceaux Zivg et JFd.invg (resp. les groupes
Div(X) et Id.inv(X)) au moyen des isomorphismes I et I’ (resp. £y et Iy) précédents.
On notera que l'on a la relation

(21.2.7.1) D>o0 < #4(D)clOy pour DeDiv(X)

comme il résulte aussitot des définitions (21.1.6) et de (21.1.5.1); en d’autres termes,
Pimage f5(Div*(X)) est 'ensemble des [déaux de Oy (dits aussi parfois Idéaux entiers)
qui sont des Ox-Modules inversibles : un tel Idéal # est encore caractérisé par le fait que
pour tout x€X, il y a un voisinage ouvert U de x dans X tel que Z|U=0y.f, ou f
est un élément régulier de I'(U, O). L’ensemble Sy (Divt (X)) de ces Idéaux est donc
un sous-monoide de Id.inv(X), égal & ’ensemble des éléments positifs pour une relation
d’ordre compatible avec la structure de groupe de Id.inv(X), et il est immédiat que cette
relation n’est autre que la relation opposée a 'inclusion; autrement dit, on a

(21.2.7.2) F1C Iy = div(Fy)>div(7,)

pour #Z,, #, dans Id.inv(X).
(2x.2.8) Pour tout diviseur D sur X, on pose

(21.2.8.1) 04(D)=(Ix(D))~%;

0Ox(D) est donc un Idéal fractionnaire inversible, défini de la facon suivante : pour tout
ouvert U de X tel que D|U=divyg(f), ou fel(U, #5), Ox(D)|U est 'Idéal frac-
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tionnaire inversible @y.f~'; en vertu de (21.1.6), pour toute fonction méromorphe
réguliere f, on a la relation

(2x.2.8.2) feT'(X, 0g(D)) < div(f)>—D.
En outre, il est clair que ’on a des isomorphismes canoniques (21.2.3)
Ox(0)=0x, Ox(D+D’)=0x(D)0x(D’) = Ux(D)® k(D)

2.8.3) { D
(ar.2.8:3 Ox(nD) = (04 (D))" = (0 (D))"

pour tout entier neZ, et pour deux diviseurs quelconques D, D’ sur X.
(2r.2.9) Soit # un Idéal fractionnaire inversible sur X. L’injection canonique
JF — My définit par tensorisation un homomorphisme de Oyx-Modules

(21.2.9.1) My (F)=F Bp Mx — M@ Mx =M

qui est un isomorphisme : en effet, si U est un ouvert de X tel que #Z|U=0.f, ou
fel(U, #%), 'homomorphisme (21.2.9.1) restreint & U n’est autre que I'isomorphisme
qui a toute section ¢ de Mx( )| U= Mx|U au-dessus de VcU, fait correspondre
la section #(f|V)™! du méme faisccau. Dans I'isomorphisme (21.2.9.1), aux sections
méromorphes régulieres de # au-dessus de X correspondent les fonctions méromorphes
réguliéres sur X.

Considérons en particulier le cas ot £=04x(D), ol D est un diviseur sur X;
on a alors un isomorphisme canonique
(21.2.9.2) My (0x(D)) = My

et on désigne par sp la section méromorphe réguliere de Ox(D) au-dessus de X qui corres-
pond par cet isomorphisme a la section 1 de .#x. Si U est un ouvert de X tel que
O0x(D)|U=0y.f7%, ou fel'(U, #%), on a s5|U=1 dans I'(U, .#x); comme alors
on a D|U=divy(f), on en déduit (21.1.4) que l'on a

(21.2.9.3) div(sp)=D.

D’autre part, on déduit aussitét des isomorphismes canoniques (21.2.8.3) les
formules

(21.2.9.4) S$o=1, Spip=5®p, Sp=s3" (neZ).

(2x.2.10) Considérons, entre deux couples (&, s), (&', s'), o £ et &’ sont
deux Ox-Modules inversibles, s (resp. s’) une section méromorphe réguliére de & (resp. £’)
au-dessus de X, la relation : « il existe un isomorphisme u : & = %’ tel que u(s)=s"»,
ou u:I'(X, M(PL)) ST (X, My(F)) est Pisomorphisme déduit de z (on notera que
I'isomorphisme z vérifiant cette condition est alors déterminé de facon unique). Il est
clair que c’est une relation d’équivalence, et puisqu’il existe un ensemble de Ox-Modules
inversibles tel que tout Ox-Module inversible soit isomorphe & un élément de cet ensemble
(01, 5.4.7), on peut parler de Plensemble D(X) des classes d’équivalence des couples (&, s)
pour la relation précédente. Pour tout @x-Module inversible # et toute section méro-
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morphe réguliere s de £ au-dessus de X, on notera cl(.%, s) I’élément de D(X) corres-
pondant au couple (%, s). Il résulte de (0, 5.4.3) que si s, ' sont deux sections méro-
morphes réguliéres de £ au-dessus de X, la relation cl(%,s)=cl(Z,s’) équivaut a
existence d’une section teI'(X, 0%) telle que s ={s.

Il est immédiat que si (&, s) est équivalent & (&, s;) et (£, s') a (L, 1), les
couples (F®Z', s®s') et (F,QF1, 5;®s]) sont équivalents; on définit donc dans D(X)
une loi de composition en posant

(21.2.10.1) (L, s) (&, s')=cl(FLOL, s®s');

il est immédiat que c’est une loi de groupe commutatif, dont I’élément neutre est cl(Ox, 1)
et ou linverse de cl(%,s) est cl(L 71, s®),
Proposition (21.2.x1). — Les applications

(21.2.11.1) D~>cl(0x (D), s), cl(Z, s)~div(s)

sont des isomorphismes réciproques de Div(X) sur D(X) et de D(X) sur Div(X) respectivement.

Compte tenu de (21.2.8.3), (21.2.9.4) et (21.2.10.1), il suffit de voir que les
composés de ces deux applications sont les identités dans Div(X) et D(X) respectivement.
La premiére assertion n’est autre que (21.2.9.3). D’autre part, soit D =div(s), ou s
est une section méromorphe réguliere de & au-dessus de X, et soit U un ouvert de X tel
qu’il existe un isomorphisme de Z|U sur @, transformant s|U en fel'(U,.#%),
de sorte que D|U=divy(f), Ox(D)IU=04.f~1 et 55|U est Pélément unité de
(U, #x). Il y a donc un isomorphisme oy: Z|U — Oy.f~1=04(D)|U tel que vy
(notation de (21.2.10)) transforme s|U en f.f~!=1; on voit aussitdt que ces isomor-
phismes sont compatibles avec les opérations de restriction, donc définissent un isomor-
phisme v: #—>0;(D) tel que 7(s)=s,. C.Q.F.D.

On peut transporter par le premier des isomorphismes (21.2.11.1) la structure
de groupe ordonné de Div(X) a D(X); les éléments >0 de D(X) sont donc les
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